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本 书 较 详细 地 介绍 了 半 群 的 Fuzzy 理论 和 粗糙 集 理 论 的 基础 知识 及 最 新 
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关系 及 其 扩张 : 第 5 章 讨论 正则 半 群 的 Fuzzy 同 余 理论 ; 第 6 章 讨论 用 Fuzzy 
理想 、Fuzzy 左 理 想 、Fuzzy 右 理想 、Fuzzy 双 理想 和 Fuzzy 拟 理想 等 刻画 正 
则 半 群 ; 第 7 章 初步 介绍 了 Pawlak 粗糙 代数 理论 ， 关注 了 粗糙 代数 和 半 群 代 
数理 论 的 结合 . 
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前 言 


半 群 的 代数 理论 ， 从 它 的 基本 对 象 、 核 心 概念 、 主 要 课题 的 提出 到 它 的 行 之 
有 效 的 方法 的 建立 ， 都 是 在 数学 内 部 (如 它 与 算 子 理论 、 拓 扑 学 、 概 率 论 等 学 科 
结合 相互 渗透 ) 和 外 部 (特别 是 计算 机 科学 ) 的 强烈 推动 下 进行 的 ， 至 今 已 开展 系 
统 研究 近 60 年 .特别 是 近 几 十 年 新 兴学 科 如 形式 语言 与 自动 机 理论 、 码 论 等 交 
叉 发 展 的 需要 ， 使 得 半 群 理论 的 发 展 非常 迅速 ,研究 有 序 代数 结构 的 关键 问题 之 
一 是 序 结构 ， 在 有 序 代数 结构 中 ， 序 结构 有 两 类 ， 一 类 是 外 在 的 ， 另 一 类 是 内 在 
的 ， 即 在 代数 结构 中 引入 内 部 序 结构 使 之 成 为 序 代 数 ， 利 用 序 的 方法 和 工具 研究 
代数 系统 的 特征 .因此 序 半 群 的 研究 也 就 成 为 半 群 理论 的 一 个 重要 方面 。 Clifford 
和 Preston (1961~1967) 所 撰 的 两 卷 《 半 群 的 代数 理论 》 (The Algebraic Theory of 
Semigroups) 和 Fuchs 1961 年 用 俄 文 撰写 的 《 偏 序 代数 系 》 (后 在 1963 年 被 译 
成 德 文 和 英文 再 次 出 版 ) 均 被 国际 数学 界 公 认为 数学 经 典 著作 之 一 ， Springer 出 
版 的 《 半 群 论坛 》 (Semigroup Forum) 自 20 世纪 70 年 代 创刊 至 今 已 成 为 国际 上 
著名 的 学 术 刊 物 之 一 . 我 国学 者 自 70 年 代 末 在 郭 幸 琦 教授 等 的 带领 下 由 组 合 半 群 
及 序 群 入 手 开 展 系统 研究 ， 至 今 每 年 在 国内 外 发 表 学 术 论 文 近 200 篇 并 有 20 多 所 
高 校 在 培养 该 领域 的 博士 生 和 硕士 生 . 已 经 由 科学 出 版 社 出 版 了 三 本 专著 : 刘 仲 硅 
教授 的 《 半 群 的 S- 系 理论 》、 喻 乘 钧 教授 的 《 半 群 的 双 序 集 理 论 》 和 本 书 作者 的 
《 序 半 群 引 论 》. 

模糊 数学 是 一 门 饭 新 的 数学 分 支 ， Lotf Zadeh 在 他 的 论文 《 Fuzzy Sets 》 中 
提出 了 一 个 非常 基本 的 概念 “Fuzzy set” (将 “Fuzzy” 译 为 “模糊 ”在 中 文中 产生 了 
很 多 歧义 ， 在 本 书 的 正文 中 我 们 将 保留 Fuzzy 一 词 不 译 ) 之 后 ， 在 当时 一 些 很 有 影 
响 的 科学 家 与 数学 家 中 产生 了 较 强 的 负面 影响 .与 此 同时 ， 它 也 吸引 了 一 大 批 科 
学 家 的 注意 力 ， 他们 主要 来 自 两 个 方面 一 方面 来 自 工程 技术 人 员 ， 他 们 想 挖 气 
Fuzzy 集 理论 在 实践 中 的 应 用 ， 另 一 方面 来 自理 论 家 ， 他 们 认识 到 利用 Fuzzy 集 的 
思想 在 数学 领域 可 以 开辟 一 些 新 的 研究 方向 ,事实 上 ， Fuzzy 集 理论 正 是 沿 着 这 
两 条 线 在 发 展 ， 就 理论 研究 而 言 ， Fuzzy 集 最 基本 的 研究 是 建立 各 种 经 典 数学 结 
构 的 有 意思 Fuzzy 副本 , 希望 得 到 和 创造 一 个 羽翼 丰满 的 模糊 数学 世界 , 我 们 当然 
是 假设 这 些 数学 理论 研究 将 来 在 实践 中 能 被 利用 ， 但 是 这 不 是 理论 研究 者 起 初 最 
关心 的 问题 ， 早 在 1960 至 1980 年 间 ， Fuzzy 理论 研究 主要 集中 在 Fuzzy 拓扑 空 
间 、 Fuzzy 自动 机 和 各 种 动力 系统 、 Fuzzy 群 和 Fuzzy 形式 语言 。 Fuzzy 数学 理 
论 一 个 较 大 的 发 展 是 在 1980 年 之 后 ， 这 主要 得 益 于 模糊 数学 在 应 用 领域 的 作为 ， 
特别 是 在 日 本 的 成 功 . 对 模糊 数学 理论 的 研究 ,中 国 和 印度 在 国际 上 是 领先 的 . 即 
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使 在 20 世纪 80 年 代 ， 西 方 也 均 是 落后 的 . 但 1990 年 以 后 ， 在 John Mordeson 的 
带领 下 ， 他 和 他 的 Creighton 大 学 模糊 数学 与 计算 机 科学 研究 中 心 在 模糊 代数 理论 
方面 做 出 了 令 人 瞩目 的 工作 ， 也 许 最 能 说 服 人 的 恐怕 就 是 他 的 两 本 书 ,《 万 子 空 
间 与 5- 子 域 》 (L-Subspaces and L-Subfields) 和 1994 年 出 版 的 《 工 - 代数 引 论 》 
(Eliements of L-Algebra). 1971 年 , 在 Rosenfeld 引入 Fuzzy 子 群 之 后 , 标志 着 Fuzzy 
代数 研究 的 开始 . 1982 年 ， Liu 进一步 引入 群 G 的 Fuzzy 不 变 子 群 ， 环 的 Fuzzy 
理想 等 概念 促使 Fuzzy 代数 研究 进一步 深入 到 各 代数 分 支 的 方方面面 . 例如 Fuzzy 
子 群 、Fuzzy 子 环 、Fuzzy 子 域 、Fuzzy 于 格 、 Fuzzy 模 、 Fuzzy 代数 等 等 ， 1980 
年 ， Kuroki 正式 开始 Fuzzy 子 半 群 的 研究 ， 它 是 自 Fuzzy 代数 研究 开始 以 来 ， 模 
糊 数学 领域 最 活跃 的 研究 领域 之 一 (包括 Fuzzy 子 群 ， 因 为 半 群 分 类 为 20M). 

作为 处 理 不 确定 信息 的 另 一 个 有 力 工具 ， 粗 糖 集 (Rough Set) 是 波兰 数学 家 
Z. Pawlak 于 1982 年 提出 的 (为 开发 自动 规则 生成 系统 及 研究 软 计算 问题 而 引入 )， 
研究 地 域 也 局 限 在 东欧 一 些 国家 ， 直 到 80 年 代 末 才 引 起 各 国学 者 的 注意 . 90 年 代 
初 , 人 们 才 逐 渐 认识 到 它 的 意义 . RS 理论 主要 兴趣 在 于 它 恰好 反映 了 人 们 用 Rough 
集 方法 处 理 不 分 明 问 题 的 常规 性 ， 即 以 不 完全 信息 或 知识 去 处 理 一 些 不 分 明 现 象 
的 能 力 ， 或 依据 观察 、 度 量 到 的 某 些 不 确定 的 结果 而 进行 分 类 数据 的 能 力 . 由 于 计 
算 机 与 网 络 信息 技术 的 飞速 发 展 使 得 各 个 领域 的 数据 和 信息 急剧 增加 (信息 爆炸 )， 
并 且 由 于 人 类 的 参与 使 数据 与 信息 系统 中 的 不 确定 性 更 加 显著 (复杂 系统 ), 如 何 从 
大 量 的 、 杂 乱 无 章 的 、 强 干扰 的 数据 (海量 数据 ) 中 挖 据 潜 在 的 、 有 利用 价值 的 信 
息 (有 用 知识 ), 这 给 人 类 的 智能 信息 处 理 能 力 提出 了 前 所 未 有 的 挑战 . 由 此 产生 了 
人 工 智能 研究 的 一 个 诺 新 领域 一 数据 挖 据 (DM) 和 数据 库 知识 发 现 (KDD). 在 
DM 和 KDD 的 诸多 方法 中 , 粗糙 集 理论 与 方法 对 于 处 理 复杂 系统 不 失 为 一 种 较为 
有 效 的 方法 ， 因 为 它 与 概率 方法 、 模 糊 集 方法 和 证 据 理 论 方法 等 其 他 处 理 不 确定 性 
问题 理论 的 最 显著 的 区 别 是 它 无 需 提供 问题 所 需 处 理 的 数据 集合 之 外 的 任何 先 验 
信息 . 由 于 在 机 器 学 习 与 知识 发 现 、 数 据 挖 据 、 决 策 支持 与 分 析 、 专 家 系统 、 归 纳 
推理 和 模式 识别 等 方面 的 广泛 应 用 , 它 现 已 成 为 一 个 热门 的 研究 领域 有 关 粗 粮 集 
的 理论 及 应 用 的 文章 在 主要 的 计算 机 类 、 信 息 类、 系统 科 学 类 和 有 关 工 程 类 杂志 均 
可 见 到 . 粗糙 集 理论 在 中 国 成 为 热点 的 时 间 只 有 短 短 的 八 九 年 . 粗糙 集 理 论 的 核心 
是 粗糙 代数 、 粗 糙 罗 辑 以 及 粗糙 集 的 公理 化 表示 等 . 

半 群 的 代数 理论 和 不 确定 数学 、 信 息 科学 及 人 工 智 能 的 软 计算 领域 的 交叉 和 
融合 ， 给 代数 学 的 研究 提供 了 新 的 广阔 的 舞台 ， 同 时 也 给 代数 学 理论 提供 了 深刻 
的 应 用 背景 . 在 这 样 的 背景 下 ， 本 书 的 完成 是 非常 自然 的 . 本 书 试图 全 面 地 综述 一 
下 半 群 的 模糊 理论 在 近 二 十 几 年 的 发 展 历程 ， 同 时 对 今后 该 领域 的 发 展 提出 了 作 
者 的 看 法 ,几乎 在 每 章 的 结尾 均 加 了 一 个 评注 以 便 读 者 并 阔 视 野 . 从 发 展 的 轨迹 来 
看 ， 同 时 也 是 为 了 使 初学 者 能 走 一 条 基本 的 、 成 熟 的 道路 ,我 们 主要 从 半 群 的 模糊 


前 言 -这 - 


同 余 理论 与 半 群 的 模糊 子 系统 理论 (包括 模糊 子 半 群 、 模 糊 理 想 、 模 糊 正 则 子 半 群 
等 ) 这 两 条 主线 以 及 半 群 的 粗粮 集 理论 来 观察 分 析 . 尽管 在 20 世纪 六 七 十 年 代 以 
来 在 半 群 代数 理论 研究 的 某 些 方向 有 一 些 专著 出 版 ， 但 迅速 发 展 起 来 的 半 群 代数 
理论 与 其 他 学 科 的 交叉 有 必要 较为 系统 地 介绍 给 广大 科研 工作 者 . 

本 书 是 在 作者 开设 的 研究 生 课程 “ 半 群 的 Fuzzy 理论 ” 的 讲义 的 基础 上 改编 而 
成 的 . 全 书 共 分 7 章 . 第 1 章 介 绍 Fuzzy 集 理论 的 基本 概念 、Fuzzy 集 的 分 解 定理 
和 扩张 原理 ; 第 2 章 介绍 Fuzzy 子 半 群 定义 、 性 质 及 基本 运算 ; 第 3 章 讨论 Fudzy 
理想 及 Fuzzy 理想 的 生成 ; 第 4 章 讨论 各 类 Fuzzy 率 理 想 , 它们 之 间 的 相互 关系 及 
其 扩张 ;第 5 章 讨论 了 正则 半 群 的 Fuzzy 同 余 理 论 ， 第 6 章 讨论 用 Fuzzy 理想 、 
Fuzzy 左 理想 、 Fuzzy 右 理想 、 Fuzzy 双 理 想 和 Fuzzy 拟 理想 等 刻画 正则 半 群 ， 第 
7 章 初步 介绍 了 Pawlak 粗糙 代数 理论 ， 关 注 了 粗糙 代数 和 半 群 代数 理论 的 结合 . 
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第 1 章 ”Fuzzy 集 理论 的 基本 概念 


在 本 章 中 我 们 仅仅 提供 一 些 本 书 其 他 章节 讨论 半 群 的 Fuzzy 理论 所 需要 的 关 
于 Fuzzy 集 的 基本 知识 , 介绍 Fuzzy 集 研究 两 个 最 基本 的 结论 : 分 解 定理 与 扩张 原 
理 . 介绍 基于 普通 集 X 的 Fuzzy 等 价 关系 与 Fuzzy 等 价 类 . 


1.1 Fuzzy 子 集 


除非 特别 说 明 ， 总 是 表示 至 少 有 两 个 元 的 完备 的 完全 分 配 格 ， 工 的 最 大 元 
与 最 小 元 分 别 用 1 和 0 表示 ， 工 上 的 交 、 并 与 偏 序 关系 分 别 记 为 Vv 、A 和 《&. 如 
果 工 = [0,1], 则 工 关 于 通常 的 序 关系 及 min, max 运算 (也 即 ^ 与 v 运算 ) 是 一 
个 完备 的 完全 分 配 格 ， 我 们 知道 ， 经 典 集合 X 的 任意 子 集 4 可 以 定义 一 个 函数 
f4: 义 一 {0,1}, 即 


{ 1 ze4i 
(YwzeX) Ja(z) = 
0, zr€EX\A. 
该 函数 称 为 4 的 特征 函数 . Fuzzy 集合 论 的 创始 人 L A Zadeh 在 1965 年 将 4 的 特 
征 函 数 加 以 推广 ， 以 [0, 1] 区 间 代替 {0, 1}, 给 出 了 隶属 函数 的 概念 ， 引 入 了 Fuzzy 
子 集 的 概念 (中 文 现 译 为 模糊 子 集 )、 

1.11 定 义 设 X 为 非 空 集 , 任意 一 个 从 到 区 间 [0,1] 的 映射 六 称 为 X 的 
Fuzzy 子 集 . 

记 从 到 [0,1] 的 所 有 映射 集 为 [0,1]X, [0,1]X 即 为 X 上 的 所 有 Fuzzy 子 集 
集 (有 时 也 记 为 F(X)). 特别 地 ， 如 果 将 [0,1] 换 为 {0,1}, 则 {0,1}* 与 X 的 知 集 
一 一 对 应 . 显然 ，{0,1}X C [0,1]X. 如 果 一 个 斑 子 集 1g {0,1}*, 称 1 为 X 的 真 
Fuzzy 子 集 . 从 定义 我 们 看 出 ， 设 jE F(X), 如 果 我 们 称 {z | py(z) > 0,z E X} 为 
上 的 承载 集 ( 记 为 suppX), 则 Vz e X, p(z) 反映 了 z 从 属于 suppX 的 隶属 程度 . 
如 果 Hz) = 0 , 说明 z 4 suppX; w(z) 的 值 越 大 ， 说 明 z 隶属 于 suppX 的 程度 越 
大 ， 这 不 像 X 的 经 典 子 集 Xi, 对 X 的 任意 元 素 ， 要 么 属于 Xi, 隶属 Xi 的 值 为 
1; 要 么 不 属于 Xi, 隶属 Xi 的 为 0. 所 以 Fuzzy 子 集 我 们 也 可 能 用 一 个 元 素 偶 来 表 
示 ， 即 (x,p(z)),vz EX 

1.1.2 例 设 X= 0.120],Aw 表示 “年 轻 >，w 表示 “年 者， 则 /和 可 分 别 


.2. 半 群 的 模糊 理论 
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2 
(| ，25 < z < 120; 
HA(z) = 
和 0<z<25. 
rz-50\™? 
1+( ) ， 50<z < 120; 
v(z) = 5 
0， 0<zx<50， 


1.1.3 定义 ” 设 Y CX, 入 e [0,1]. 我 们 定义 YE F(X) 如 下 ， 


A ZEYi 
了 (z) = 
0, zeX\Y. 


特别 地 ， 如 果 Y 是 骤 立 点 {y}, 则 {y}a (我 们 记 为 ys ) 就 是 通常 所 说 的 Fuzzy 
应， 

1.1.4 定义” 设 凡 veF(X). 如 果 Hz) < v(z), Yr E XX, 称 vy 包含 1, 记 <v; 
如 果 j< vn 关 vv, 称 v 真 包含 jy, 记 j<v. 

显然 ，F(X) 关于 上 定义 的 包含 关系 < 构成 一 个 偏 序 集 (F(X), <). 

1.1.5 定义 ” 设 J,veE F(X). 定义 jUv,pNnv 如 下 : 


(VrEX) (Uv)(z)= AZ) Vv v(z), 
(anz)(z) = p(z) Av(z), 


则 Auzv 与 Anz 分 别称 为 上 与 的 并 与 交 . 

1.1.6 定理 ” 设 X 为 非 空 集 ， 则 (F(X),<) 关于 以 上 定义 的 并 与 交 运 算 构成 
完备 的 完全 分 配 格 且 Xi 为 最 大 元 ， Xo 为 最 小 元 ,进一步 地 ， [0,1] 可 以 同 构 地 
嵌入 (F(X), <). 

证 明 留 给 读者 练习 . 

一 般 地 ， 设 1 为 指标 集 ， {ili e 1)} 为 X 的 Fuzzy 子 集 焦 ， 则 它们 的 最 小 上 
界 总 Lu 和 最 大 下 界 Nn 关于 以 下 定义 仍 为 F(X) 的 元 素 . 


Wr ex) (Ue) 四 =Vam (MN) = A 
i€l i€l i€T 


i€T 
当 | < ce 时 ， 例 如 工 = {1,2,…,n} , 我们 记 


司 庆 = 让 umuum， N= pn pa nN. Ng. 
iET ET 
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我 们 需要 说 明 的 是 ,在 定理 1.1.6 中 ，[0,]] 可 同 构 嵌 入 (F(X),&) 的 方式 不 是 
唯一 的 ， 例 如 
户 : 和 一 JP YAEl0H,yEeX 


是 [0,1 到 (F(X),<) 的 嵌入 映射 ，2 不 同 可 得 到 不 同 的 嵌入 映射 . 
1.1.7 定 义 设 uEF(X), 和 el[0,1]. 


m= {reEXlp(z) > A 


称 为 4 的 入 截 集 ( 和 -cut, 也 称 和 - 水 平 集 (入 level)). 如 果 将 ys 中 的 > 换 成 >, 在 不 
空 的 前 提 下 , 称 yA> = {z EX| 4(z) > 和} 为 4 的 入 强 截 集 . 

设 wwve F(X), VA € [0,1]. 不 难 验 证 下 列 各 款 成 立 : 

(Dupuygv=m Eh; 

(2) A1 < Np Ej 

(3) 4=v$ pa = ,VA € (0,1]. 

下 面 两 个 定理 给 出 了 截 集 的 基本 性 质 ， 读 者 可 以 自行 证 明 . 

1.1.8 定理 设 {i|ie7T}cF(X), 则 

(1) (VA € [0,1]) U (1i)s SE UY 全 Ai 

(2) Ql (pi) SE( ay Hi) 
当 | < oo 时 ， 则 (1 ) 式 等 式 成 立 

Mie 设 pe F(X), {Ai|ieT}c[0,1, 设 b= Ac 和 则 


;U AAS pp; 
全 HA = He: 
iel 


1.1.10 定理 (分 解 定理 ) 设 je F(X), 则 
+= UY (= UY ox. 


Xel0,1] MelImp 
证 设 zeX, 则 
( U conj@- V (axz= V ergp(z)} = pz) 
和 AE[0,1] AE[0,1 和 elo,lj 
因此 ， 
+= LU (a 
Xel0,1] 


同 理 ， 可 以 得 出 y= U (ja)a. 证 毕 . 口 
和 AETmA 


四 半 群 的 模糊 理论 


1.1.11 定义 ” 设 {Xi | ie 71} 为 非 空 集 簇 ，XX 为 Xi,i = 1,2,…,n 的 卡 氏 
积 ， 即 
X=I[X:= {(zi)ier | zi € xie 站. 
i€l 


设 J € F(Xi),ie 了 则 定义 F(X) 的 一 个 元 素 几 如 下 : 
(vr EX) pz)= A pi(zi), 


iel 
4 称 为 {ji | i E 1} 的 完全 直 积 (complete direct product)， 记 一 Tin: 如 果 
iE7 
T= {1,2,…,n}, 则 
X= X11® X22 Xn = {1,22 Tn) | Ti € Xi,i= 1,2,..,n}, 


人 可 写成 
A= 了 Ia = 各 Bu pn 
tiET 
从 定义 1.1.11 中 我 们 看 出 ， 如 果 im € F(X)ieE7T 且 ji<w, 则 
I <IL 
tiET iET 
1.1.12 定义 (扩张 原理 ) ” 设 X 与 Y 为 两 个 非 空 集合 ， Fuzzy 是 X 到 了 的 
映射 且 jE F(X) ,ve F(Y). 定义 两 个 Fuzzy 子 集 f(1) e F(Y), f-1(v) e F(X) 
如 下 ， 
(weY) Hot = V{utzjirsXylz)= 切 ， 


(WEX) f° (v)(z) = wv(f(2)). 


JU ， 广 :(z) 分 别称 为 4 在 f 下 的 象 和 wv 在 /下 的 原 象 或 逆 象 ， 在 fj) 的 定义 
中 ， 如 果 /1(y) = 0 , 规定 空 集 的 最 小 上 确 界 为 0. 

1.1.13 定理 设 f 为 X 到 Y,g 为 Y 到 2 的 映射 则 下 列 各 款 成 立 : 

(0D) 设 {pilieT}SF(X), 则 AU 1m) = U fa). 因此 ， 


Wn & p23 fn) < fp2), vp, 12 € F(X). 
(2) 设 { 17jeJ}SF(Y), 则 


(Us)=Ume 广 (09) -Ne 


JEJ JEJ 
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因此 ， 
wi Sv fu) < fw), vv € F(Y). 

(3) /1(f(p)) > 六 Yh E F(X). 特别 地 ， 为 单 射 时 ，f71(f(1)) = ,vu e 
F(X). 这 时 ， 一 f(p) 是 F(X) 到 F(Y) 的 单 射 ，v 一 了 -1(v) 是 FP(Y) 到 F(X) 
的 满 射 . 

(ACID) < vvv e F(Y). 特 别 地 ，f 为 满 射 时 ，f(f-1(v)) = vv € FP(Y). 
这 时 ，4 一 f(p) 是 F(X) 到 F(Y) 的 满 射 ，v 一 f-1(v) 是 F(Y) 到 F(X) 的 
单 射 . 

Svepg f(r), ve F(X),v e F(Y). 

(6) g(f(p)) = (go f)(p), vu Ee F(X) f°1(g-1(€)) = (go 1)-1(€), ve € F(Z). 

证 (1) 和 (2) 容易 证 得 设 jE F(X), 则 


三 (AUO)(z) = JUO(A(z)) 
= Vf{ulz)lz' € X, f(z’) = Hz)} 
> 1(7), Vr EX. 
特别 地 ， 如 果 f 是 单 射 ， 则 
V{n(z)lz’ € X, f(z") = f(z)} = p(z), Vr EX. 


因此 ， 广 (1(UD) = 又 如 果 Jo = fp), 则 2(f(1))= 1(f(p)), 即 = jp 
因此 一 f(p) 是 F(X) 到 FF(Y) 的 单 射 又 任 取 pe F(X) , 则 存在 f(1) e F(Y) 
使 得 /7*(f(1)) = . 因此 wv 一 71(v) 是 F(Y) 到 F(X) 的 满 射 这 就 完成 了 (3) 
的 证 明 . 
(4) 设 ve F(Y), 则 
(VeY) fT)(Y) = V{f7 1) (2) € Xx, f(z) =Y)} 
= V{v(f(z)lz € X, f(z) =Y} 
_ fvW), ve rx) 
0, 否则 


< v(y). 


如 果 /是 满 射 ， 则 (vy sY) f(f71(v))(y) = vly) , 即 f(f71(w)) =v. 进一步 地 ， 
任意 取 ve F(Y) , 则 从 f(f71(w)) =v 得 4 一 f(1) 是 F(X) 到 FF(Y) 的 满 射 又 
如 果 广 oa) = 站?) , 则 说 = 大 六 (oa)= 大 (OO) = 六 因此 一 三) 是 
F(Y) 到 F(X) 的 单 射 . 


“6. 半 群 的 模糊 理论 


由 (1) 至 (4), 很 容易 得 出 (5) 成 立 
(6) 因为 对 任意 的 2eEZ 和 zexX， 
(vu € F(X)) g(f(p))(2) = V{f(W) (Wy e Y,g(y) = 2} 
= V{V{ulzllzeX f(z) = vy)lye Y,g(y) = 对 
= Vi{p(z)lz € X, (go f)(z) = 2} 
= (go f)(/)(2),vz € 2. 
(VE € F(2)) (go f)-1(é)(z) = é€((g0 f)(z)) = (9(f(2))) 
= g (6(f(z)) = f71(g 1(€) (2), vr € X. 
因此 (6) 成 立 . 证 毕 . 品 


1.2 格 值 子 集 与 范 算 子 


在 Fuzzy 子 集 的 定义 中 ， 我 们 选取 [0, 1] 区 间作 为 Fuzzy 子 集 集 的 取 值 范围 是 
有 它们 的 实际 背景 的 ， 因 为 一 个 变 基 从 0 渐变 到 1 正好 反映 一 个 实际 背景 下 二 的 
从 无 到 完美 的 过 程 ， 如 果 我 们 进一步 抽象 ， 将 [0, 1] 换 成 格 或 其 他 代数 系统 ， 就 可 
以 得 出 和 Fuzzy 子 集 类 似 的 性 质 . 

1.2.1 定义 ” 设 (X,<) 是 偏 序 集 ， 4 C X,a e X. a 称 为 4 的 上 界 , 若 
Vz € A,z < a. 如 果 4 有 一 最 小 上 界 a, 即 a 为 4 的 上 界 且 对 4 的 任 一 上 界 b, 总 
有 a<b. 这 时 a 称 为 4 在 X 中 的 上 确 累 , 记 作 a= supx 4 ,不 致 引 起 混 清 时， 简 
记 a=sup4 或 V4. 

对 偶 地 ， 可 以 定义 4 的 下 界 和 下 确 界 inf 4 或 人 有 4. 

在 定义 1.2.1 中 , 如 果 4 =0, 则 XX 中 任何 元 均 为 4 的 上 界 和 下 界 . 如 果 X 有 
最 大 元 1 和 最 小 元 0, 则 0 为 0 的 上 确 界 ，1 为 6 的 下 确 界 , 即 sup0 =0, inf0 =1. 

1.2.2 定义 ” 设 (XX,<) 是 偏 序 集 ， 若 对 X 中 任意 两 个 元 ab 均 有 sup{a,6} 和 
inf{o,b} 存在, 称 (X, <) 为 格 , 这 时 sup{a,b} 和 inf{a,b} 可 分 别 简 记 为 aV ba 入 b. 
一 个 格 称 为 完备 格 , 如 果 YA C XX ,sup4 和 inf 4 均 存 在 . 

显然 一 个 完备 格 一 定 存在 最 大 元 ( 记 为 1) 和 最 小 元 ( 记 为 0). 

1.2.3 定义 ” 设 工 是 完备 格 . 如 果 以 下 两 个 等 式 成 立 ， 称 工 为 完全 分 配 格 
(completely distribute lattice) : 

aij | 三 Qif(i) |， aiji 上 三 Qif(i) J 
MV)= VMso) Y (A)- A (Yeo) 

1.2.4 注 “ 格 的 完全 分 配 性 在 表述 上 还 有 一 个 形式 ， 即 上 式 中 工 和 J 似乎 没 

有 关系 .但 一 般 情况 下 ， 不 同 的 io <e 工 ， Vs 中 > 的 基数 不 一 定 相同 . 例如 
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了 = {0,1}, 下 列 两 式 : 


(aa Aat) V (oa Aazz) = V ( 人 o) 


if12} “je{1,2} 


但 (ail Aalz) V (az1 A az? 人 a23) 在 表述 时 只 有 写成 
V (A o)， 其 中 汪 = 人 2 三 = {1,2,3}. 
i€{1,2} “jE 


所 以 在 完全 分 配 性 的 定义 时 ， 我 们 给 出 另外 一 种 表述 : 


A(V®%)- V, (Am] 


i€l ‘jE fell J 
iT 


及 其 对 偶 , 这 里 ui E 万 ,工头 由 了 关 有 . 当然 这 种 陈述 和 定义 1.2.3 是 等 价 的 且 定 义 
1.2.3 中 两 等 式 仅 一 条 成 立即 可 . 

1.2.5 例 (1) 设 二 = (01, 则 工 关 于 通常 的 序 关系 是 一 个 完备 格 且 是 完全 分 
配 的 . 设 冯 和 则 X 的 军 集 2X 关于 通常 集合 包含 关系 是 完全 分 配 格 . 

(2) 工 为 数 轴 R 上 的 一 切 开 集 之 集 关 系 集合 的 包含 关系 构成 的 完备 格 . 取 4 = 
(0, 1), B, = 人 12), n=1,2,…, 则 


4V(As.) = AU (Ms) 
= (0,1)U[1,2)° 
= (0,1)U(1,2). 


这 里 K° 表示 集合 K 的 内 部 ，vK CR. 但 


= (0,2)° = (0,2), 


因此 工 不 是 完全 分 配 格 . 
1.2.6 定义 设 X 为 非 空 集合 , 工 为 完全 分 配 格 . LX 中 的 任意 元 素 1 称 为 
的 LF 子 信 (lattice fuzzy subset). 


二 半 群 的 模糊 理论 


1.2.7 注 久 的 Fuzzy 子 集 是 特殊 的 LF 子 集 ， 可 以 将 第 一 节 所 讨论 的 一 切 性 
质 及 分 解 定 理 与 扩张 原理 推广 到 LF 子 集 上 . 

为 了 使 Fuzzy 集合 适合 于 不 同 的 Fuzzy 现象 ， Zadeh 提出 的 v, 人 算 子 不 一 定 
和 某 些 Fuzzy 现象 吻合 ， 对 此 人 们 相继 提出 了 不 少 新 算 子 ， 统 称 为 Fuzzy 算 子 , 它 
们 各 有 优 缺 点 ， 下 面 对 常 见 的 几 种 Fuzzy 算 子 作 简单 介绍 . 

设 1= [0,1] , 工 上 的 任意 二 元 运算 均 为 Tx 工 到 工 的 映射 ， va,b e [0,1]. 

(1) Zadeh 算 子 ，V:(a,b) 一 aVb, 人 人: (a,b)— aNb; 

(2) 最 大 与 乘积 算 子 ， v 同 (1), 乘积 为 普通 实数 乘法 (以 此 来 取代 Zadeh 算 子 
中 的 Ai 

(3) 代数 和 与 乘积 算 子 :将 (1) 中 第 一 个 算 子 换 为 @ : (a,8) 一 a+b 一 ab = 
1 一 (1 -a)(1 -中 第 二 个 算 子 换 为 普通 实数 乘法 ; 

(4) 有 界 和 与 积 算 子 : 


V+ i:(a,b) = (a+b)Al, A,:(a,b)— 0V (a+b—1); 


(5) Einstein 算 子 ， 


a+b ab 


E: : (a,b)— Tt E, : (a,b) 一 TF; 


(6) Yager 算 子 ， 
Ys : (a,b) 1A (a® +6°)#,a € [loo)， 
Yo: (a,b) = 1—1A[ ~ a) +(1— 6)°]3; 
(7) Hamacher 算 子 : 
(a@b)—(1—-7)ab 
7+(1~7)(1—ab) 
ab 

7+(1 -Ya@b) 
一 般 地 ， 概 括 它们 的 共性 ， 可 总 结 出 更 一 般 的 形式 . 

1.2.8 定义 设 T:[a, 如 一 [0,1]. 如 果 映 射 工 满足 ，va,be [0,1]， 

(1) Tla,b) = T(b, a); 

(2) T(T(a,b),c) = T(a, T(b, 0)); 

(3) 如 果 a < a ,bg 6b, 则 T(a,b) < T(a1,b1); 

(4) T(1,0) = a; 
则 工 称 为 三 角 模 , 也 称 T 范 数 (triangular norm 或 t-norm). 


H+ : (ab 一 ,7 € [0, 00), 


H,:(a,b)— 
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例如 ， Yz,y e [0,1] , 定义: 

(a) Ti(z,y) = min(z,y); 

(b) T(z,y) = max(z +y — 1,0); 

(ec) Ta(z,y) = prod(z,y) = zy; 
它们 均 为 工 范 数 . 

1.2.9 注 ”如果 3 为 [0,1] 上 的 二 元 运算 ， 满 足 定 义 1.2.8 中 的 (1), (2) 和 (3)， 
且 满 足 

(4)’ 3S(0,a) = a,va € [0,1]. 
S 称 为 S 范 数 (s-norm). 

1.2.10 定义 ” 设 N:[0,1] 一 [0,1] ,NN 称 为 的 补 (negation), 如果 NN 满足 : 

(1) N(N(z)) = z, vz € [0, 1]; 

(2) N(z) < N(y),y < z,z,y € [0,1]. 
可 以 证 明 N 是 [0,1] 上 的 单调 下 降 连 续 函 数 (关于 [0, 1] 上 的 通常 拓扑 ), 且 N(0) = 
1,N(1) =0. 

1.2.11 定理 设 了 为 了 范 数 ，N 为 伪 补 ， 则 存在 [0,1] 上 的 唯一 5S 范 数 5 
使 得 

NT(z,y)) = S(N(z), N(y)), vz,y € [0, 1]. 

证 vabe [0,1], 定义 5: [0,1? 一 [0,1] 为 S(a,b) = N(T(a),N(b)), 则 

S(a,b)= 5S(b,a) , 且 


S(S(a,b),c) = N(T(N(S(a,b)), N(c))) 
= N(T(N(T(N(a), N(b)))), N(e)) 
= N(T(T(N(a), N(b)), N(o))) 
= N(T(N(a),T(N(b), N(O)) 
= S(a, S(b,c)). 
因此 5 是 交换 和 结合 的 ， 显 然 
S(0,0) = NGT(N(O),N(a))) = N(T(1, N(@) = N(N(@)) = o. 


又 设 a 5, 则 NN(b) < N(a) ,因此 T(N(b),N(o)) < T(N(a),N(co)),Vece [0,1] ,从 
而 
Sla,c) = N(T(N(a), N(O))) < N(T(N(b), N(O))) = S(b, o). 
以 上 证 明了 5 为 [0,1] 上 的 5 范 数 . 
另 一 方面 ， 设 51 为 [0,1] 上 的 另 一 个 5 范 数 且 满足 : 


N(T(z,9)) = S1(N(z), N(y)), vz,y € [0, 1], 
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Si(a,b) = S1(N(N(a), N(N(b)))) 
= N(T(N(a), N(b))) = S(a,b), va,b € [0, 1]. 


这 证 明了 S 是 唯一 的 . 证 毕 . 口 
1.2.12 注 ”基于 以 上 定理 ， 5 范 数 我 们 也 称 之 为 了 范 数 的 N 对 偶 ， 另 一 方 
面 ， 定 理 1.2.10 的 对 偶 也 成 立 ， 即 设 5 为 5 范 数 ， 唯 一 地 存在 一 个 了 范 数 了 使 得 


N(S(z,y)) = T(N(z), N(y)), vz,y € (0, 1]. 


因此 了 范 数 也 称 为 5 范 数 的 N 对 偶 ， 事实 上 ， 由 5 范 数 和 伪 补 N, 定义 [0,1] 上 
的 了 范 数 ， 
Tl@a,b) = N(CS(N(o, N(b))), va,b € [0,1]. 
这 样 的 7 即 满足 以 上 要 求 . 
1.2.13 定义 ” 设 T 和 7T2 是 两 个 了 范 数 ， 称 也 强 于 T2 ( 记 > 7 ), 如 果 
(zy) > T2(z,y)Yz,y € [0,1] , 称 氏 控制 T2( 记 了 D> T2), 如 果 va,b,c,d€ 1[0,1]， 


Ti(T2(a,b), Ta(c,d)) > Ts(Ti(a, c), 11(b, d)). 


1.2.14 例 设 Z2 和 M 为 [0,1] 上 的 二 元 运算 , Z(z,1) = z,2(1,y) =y, 且 
Z(z,Yy) =0,7Yy#K1, M(z,Yy) =zTAYy, Vr,ye [0,1], 则 2Z 与 M 均 为 [0,1] 上 的 T 
范 数 ， 且 对 任何 了 范 数 7 了 ,有 


T>2Z,M>T>2Z,T<M. 


1.3 ”Fuzzy 等 价 关 系 


设 X,Y 是 非 空 集合 . 如 果 jE F(XxY), 称 4 为 XX 到 Y 的 Fuzzy 关系 , 显 
然 , 设 尺 为 X 到 Y 的 关系 ,定义 ja(z,y) = 1, (z,y) e R; 否则 , ya(z,y) = 0 则 
LR 为 六 到 Y 的 Fuzzy 关系 ， 即 RR 是 一 个 特殊 的 Fuzzy 关系 ， 以 后 我 们 主要 讨论 
X=Y 的 情形 ， 这 时 F(X x X) 中 的 元 素 称 为 X 上 的 Fuzzy 关系 . 

1.3.1 定义 设 / 为 X 上 的 Fuzzy 关系 . py 称 为 Fuzzy 自 反 的 ,如 果 NM(z,z) = 
1,Vz EX ;jh 称 为 Fuzzy 对 称 的 , 如果 Hz,y) = p(y,7),Yr,yEX. 

1.3.2 定义 ” 设 如 je 为 上 的 Fuzzy 关系 .定义 j 与 ji2 的 合成 ( 记 为 
J19J2) 如 下 : 


p10 p22,9) = V (pa(z,2) A pa(z,9)), Vz,y € X. 
ZEX 
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如 果 jn=jp2=p, 且 jop<w, 称 4 是 Fuzzy 可 传 的 . 

1.3.3 注 义 上 有 几 个 特殊 的 Fuzzy 关系 定义 如 下 : Ax :和 xX 一 下 
Ax(z,y) = 0,7 关 y; Ax(z,y) = Lz = y， 另 一 个 Fuzzy 关系 Vx 定义 为 
Vx(z,y) = 1,Vz,y € XX. 当然 X 上 还 有 零 Fuzzy 关系 O, 即 O(z,y) = 0, vz,yEX. 

1.3.4 定理 ” 设 ji,p2,p3 为 X 上 的 Fuzzy 关系 , 则 (p10op2)op3 = p10(p20p3) 
且 Axon=hHhoAx= 几 YER(XXx 大 ). 

证 设 同 ,panpEeFXxX)vrzyeX 则 


((p1 0 p2) 0 p3)(z,9) = V (p10 p2)(z,2) A pa(z,9)) 
ZEX 


= V V (nlz,t) A palt 2) A pa(2,Y)) 
zsEXtEX 

= V V (mn(z,t) (poltz) A pa(z,y))) 
tEXzEX 

= V (lz,t) A (p20 p3)(t,y)) 
tEX 

= (p10 (p20 p3))(z, 9). 


因此 ， (jo p2) o ps = p10 (ua 0 p13). 
进一步 地 , 设 jE F(X x X), 则 


(Ax oz,y) = V (Ax(z,t) Ap(t,y)) 
tEX 
= (7,Y) = (po Ax)(z,y). 


因此 ，Ax op=jo 人 Ax =k. 证 毕 . 口 

1.3.5 注 ”由 定理 1.1.6, X 上 Fuzzy 关系 全 体 F(XxX) 关于 普通 的 序 关 系 构成 
一 个 完备 的 完全 分 配 格 , 且 O 为 最 小 元 ，Vx 为 最 大 元 . 由 定理 1.3.4, (F(XxX),o) 
是 一 个 可 换 的 么 半 群 . 因此 ，Vp e F(X x X), neno'…ontn 个 ) 有 意义 , 记 为 jn 

1.3.6 定理 设 {ju}ier 为 X 上 的 Fuzzy 关系 簇 ，k 为 X 上 的 Fuzzy 关系 ， 
则 

(1) (Up op= UUuoAi 

iET i 


er 


(2) (MN pi)op= NN (p00. 
iET i 


ET 


同 理 将 / 左 乘 可 得 类 似 (1),(2) 的 结论 . 
证 Vv(z,y) esX2, 则 


(站 ) op) ey = 以 (Un) 3)) 
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用 V ((VYeea Au) 
去 V V (pi(z,2) Ap(z,Y)) 


zEX iET 


= V (po)(z,y) 


iET 


= (Uon) ey, 


tiET 
故 (1) 成 立 . 


(no) oj 四 = V (najeannea) 


EX ieT 


-VY ((Awe 3) Aulzg) 


= V Auutz,zAulz 切 ) 


zEXiET 

< A V (ni(z,z) Ap(z,y)) 
YET zEX 

= Menny = (Nm o) (zy), 
ieT iET 


故 (2) 成 立 ， 其 他 等 式 类 似 可 证 .证 毕 . 口 

1.3.7 注 ”以 上 (2) 我们 换 一 个 角度 来 看 也 很 容易 证 得 . 设 ji < p2, 14. € F(X2)， 
则 jn op < Ha oy. 基于 此 以 及 Qs < ps Vi eT, 因 此 (各 op & piop, ViesT， 
从 而 (Nm op (Nm op. 值得 注意 的 是 该 不 等 式 等 号 未 必 成 立 ， 例 如 取 
es {Z1,72,… ,Zn,…} 为 一 可 数 集 ， 定 义 X 上 的 Fuzzy 关系 jx(k = 1,2,…) 如 


H(zm rm) = Fe m= 2 
则 
((Ma) ovx ) Geman) = V, (0 x ) Gem zl) AVx(zl， zm)) 


= V Mums-= V 人 二 in 0 


TIEX k=1 ZLEX k=1 
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另 一 方面 ， 
MN ro vx) (en, zm) = 人 (WwwxoVx)(znzm) 
k=1 k=1 
= 人 ( V (ulem a) A vx (en am) ) 
k=l \ziEX 
oo 1 ~ 
= IT 1=1 
1.3.8 定义 ” 义 上 满足 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 的 Fuzzy 关系 称 为 X 上 的 


Fuzzy 等 价 关系 . 
X 上 的 所 有 Fuzzy 等 价 关 系 组 成 的 集合 记 为 FE(X). 设 4E FE(X)v(z,y) e 


X2, 则 
V (nlz,2) Ap(z,Y)) 


EX 
MHz,z) A p(T,Y) = AZ, 切 


pou(z,y) = 


因此 jpop = 所 以 (FE(X),o) 是 一 个 带 . 
下 面 我 们 讨论 如 何 由 一 个 X 上 的 Fuzzy 关系 生成 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 . 
1.3.9 定义 设 9 为 X 上 的 Fuzzy 关系 . X 上 包含 9 的 最 小 的 Fuzzy 等 价 关 


系 称 为 9 在 X 上 生成 的 Fuzzy 等 价 关系 ， 记 为 0*. 
1.3.10 定理 设 {bijier 为 X 上 Fuzzy 等 价 关系 焦 ， 则 No €E FE(X): 
i€. 


证 (1) (vz € X) 站 bz,z)= A 0i(z,7)=1; 
iel iel 


(2) (vz,y € X) (Ne) ey = A 9i(z,y) 


iel iel 


= A 09:(y,7) = (nejea 


iel iET 


0 (Qo) = YQ) (Qo)e) 


= V M0i(z,2) 0i(z,y)) 


zEXiEl 


< A V (Gi(z,2) A 0i(z,y)) 


i€l :EX 


= AM(0i00)(z,y) < A bi(z.y) 
i€l i€ET 
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安 (No)ew Vr,y EX 


由 (1),(2) 和 (3) 得 Ne 是 Fuzzy 自 反 、 对 称 和 传递 的 ， 故 为 Fuzzy 等 价 关系 . 证 
毕 . 口 
由 定理 1.3.10, 9* 恰 为 X 上 的 包含 g 的 Fuzzy 等 价 关系 艇 {bijisr 的 交 . 

1.3.11 定义 设 9 为 X 上 的 Fuzzy 关系 ， 


n 
oo 


Ue”, 6"=0000...00 
n=1 
称 9 为 的 传递 闭 包 , 记 为 ge. 
1.3.12 定理 六 是 包含 9 的 最 小 的 Fuzzy 传递 关系 . 
证 显然 ge< U bn,vzyeX. 
n=1 


((U")°(Ur)ew- en 
(( 


=1 


Vert (hy )) A (Votew)) 


n=1 


V (0"(z,2) A 0"(z,y)) 


sx n=1 


en (Ur)e 


< (Um)ew, 


n=1 


故 (U0")。 (es 总 on 进一步 地 , 设 几 为 X 上 的 Fuzzy 传递 关系 且 0 和 几 


出 0 天 而 二 De 次 此 Ue <p, 即 0 9" 是 XX 上 的 包含 0 
的 最 小 的 Fuzzy 传递 关系 ， 证 毕 . | 0 
1.3.13 定理 ” 设 09,4 为 六 上 的 Fuzzy 关系， 则 
(有 ) 和 如果 6 是 Fuzzy 对 称 的 ， 则 9" 也 是 Fuzzy 对 称 的 ; 
(2) 6 < p= 0° gp™; 
(3) 90op= p00,p,0€ FE(X) = (001)™ =00p. 
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证 (1) 设 n>1,z,yeXX， 


"(zy) = UY) (lz,21) A0(z1,22) -AO(2n-1,y)) 


= UY) (0(y,2n-1) NO(zn-1, zn-2) NA... A0(z1,7)) 


rz 一 1 


因此 b" 是 Fuzzy 对 称 的 ， 故 gc = Ue 也 是 Fuzzy 对 称 的 . 
(2) 设 9< ,由 注 1.3.7, 92 = 909 < jo0 < 1 进而 可 得 0" < jn n=1,2,..., 
因此 


(3) 设 n>1, 则 
(go = (90p)o(001)o...0(00n) 
= (0000...00)o(uopo...op) 
= 的 om 和 go 


因此 


1 

显然 60 < (0 04)™， 故 (96 及" =0o/. 证 毕 . 口 

综 上 所 述 ， 我 们 现在 有 

1.3.14 定理 ” 设 9 为 X 上 的 Fuzzy 关系 , 则 9 生成 的 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 
5 = (9Ub-IUAx), 这 里 0-1 称 为 9 的 逆 , 定义 为 01(z,y) = bg(y zj, Vr,y EX. 

证 设 4= (9U0-1UAx)”, 由 定理 1.3.12, 4 是 包含 9 的 Fuzzy 传递 关系 . 因 
为 Ax < 9U071UAx < 所 以 Ax(z,7) < p(z,7), Yr EX. 故 jp(z,2)=1, 即 j 
是 Fuzzy 自 反 的 . 显然 90U0-!1UAx 是 Fuzzy 对 称 的 . 由 定理 1.3.13(1), p 是 Fuzzy 
对 称 的 . 因此 9 < jE FE(X). 进一步 地 ， 设 再 <e FE(X) 且 9 < $, 则 Ax< 鲁 ， 
9071< 1= 名 ,从 而 96U0-!1UAx < 名. 因此 (9U60-1UAx)”=j< m=. 证 
毕 . 口 

1.3.15 定理 ”X 上 的 所 有 Fuzzy 等 价 关系 FE(X) 关于 通常 的 F(X x X) 上 
的 偏 序 关系 “<” 构 成 完备 格 . 

证 (FE(X),<) 是 一 个 偏 序 集 ， 不 难看 出 人 x, Vx < FE(X) 且 分 别 为 X 
上 的 最 小 和 最 大 的 Fuzzy 等 价 关系 . 设 {pijier 为 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 簇 . 则 
Or E FE(X) (定理 1.3.10). 因此 (FE(X),<) 是 完备 格 . 证 毕 . 口 


| 16. 半 群 的 模糊 理论 
下 面 我 们 有 必要 搞 清 楚 (FE(X),<) 中 任意 两 个 元 素 的 并 V 是 怎样 描述 的 . 
设 j,0e€ FE(X). 则 pV9 是 XX 上 包含 4 与 9 的 最 小 的 Fuzzy 等 价 关 系 ， 即 


pv0=[N{Ee FE(X)| p< ®,0 < ®)}. 


| 。 
Wo=H=pu00,n2=puo00p,u3=Ho00p00,.…. 
显然 Wo< hn < p<, 有 pn < pVO, n=0,1,2.. 
1.3.16 定理 设 1,90€ FE(X). 则 jv9= U jpn. 
n=0 
证 (1) V mls) = polrz) = LVe EX. 
。。 (2) 由 六 9 是 Fuzzy 对 称 的 , 可 得 yn(n = 0,1,2,…) 均 为 Fuzzy 对 称 的 ， 从 而 
Um 也 为 Fuzzy 对 称 的 . 
(8) 设 7= V pmsvey eX 
907(z,9) = V (Oz,2) A (2,Y)) 


zEX 


= V ((V V An(z， 3 (Vn)) 


zEX 


= V V (pn) A pn(z,Y)) 


zEX n=0 


= V pn(z,9) = (7,Y). 


n=0 


因此 ，7Yoe7 < 7 综 上 (1),(2),(3) 得 7 € FE(X). 显然 上 9 < 400 < 7) 如 果 
® EFE(X) Ey,0 < , 则 jn < ,n=0,1,2,.. -从 而 局 An -7<5. 证 毕 . 口 


1.3.17 练习 设 义 为 非 空 集合 {jujier 为 上 的 Fzzy 等 价 关系 获 . 邻 


Bo= [JB1 = UD pop,…, n-1 二 U Hi © liz O° 0 Jin 
iE1 jel igin EL 


证 明 : (1) $o < $1 < $2 < 
(2) jii < ,这 里 为 ae 在 下 已 (X) 中 的 最 小 上 确 界 ， 即 y= 以 Hi 


(3) U's, 是 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 ; 


(4) 7= UB. 
n=0 
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1.4 Ruzzy 等 价 类 


我 们 知道 ， 集 合 X 上 的 任意 等 价 关系 尺 和 X 上 的 一 个 划分 {Xi; | ie 了} (这 
里 时 =XAnX = Wi,j E€ Ti 关 j) 是 相互 确定 的 . 这 一 节 ， 我 们 给 出 的 
Fuzzy 划分 的 定义 ， 证 明 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 与 X 上 的 Fuzzy 划分 相互 确定 . 

设 / 为 X 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 . 则 jE FE(X xX). 为 了 显 目 , 记 4 的 a 截 
集 为 fa, a e [0, 1], a 强 截 集 为 G。, va € [0, 1). 

1.4.1 定理 ” 设 jE FE(X). 则 Fs,a € [0,1], Go 均 为 X 上 的 等 价 关 系 ， 
va e [0,1). 

证 yzeX，,Hnzz) =1>a 因此 (zz) e Fa. 由 jy(z,y) = Anyz) 得 
(Zz,y) € Fo 可 推出 (y,z) € Fa. 设 (x,z) € Fa, (z,y)€ Fa. 则 


A(T,Y) > po pu(z,Y) 
= V (kp(z,2) Ap(z,Y)) > 
zEX 
因此 (z,y) es Fa. 类 似 地 可 以 证 明 Ga 也 为 X 上 的 等 价 关系 . 证 毕 . 口 
设 zeXX, 我 们 用 回 表示 等 价 关 系 Fs 包含 z 的 等 价 类 ，F。 的 所 有 等 价 类 
记 为 X/Fo := {[z]rs | z € XX}. 
1.4.2 定理 ” 设 / 为 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 ， 则 
(1) [zlr, Slzlr vO SagB<1; 
(2) 站 四 mm = [zl]e; 
Ogagl 
(3) U gm = 加 mm 
0gagl 
证 (1) Yz,y EXX, 如 果 (z,y)€ Fa, 则 jk(z,y) >a> PB. 因此 (z,y)€ Fg. 故 
Fo < Fa, 从 而 [zlr, C [zlFs,0sagBsgl. 
(2) we oe 则 p(z,9) > a, va € [0,4. 从 而 py(z,y) = 1, Bh y € [zjr,, 


反之 由 py(z,y) = 1 得 [z]r, S [zjr, ,va € [0,1]. 因此 0 ,lr = 四 于 
(3) 由 (1), 0 < o, [z]r, € lz] 推 得 。 WU. le c 四 mw 又 四 mm S， 以 ,四 P， 


故 (3) 成 立 . 证 毕 . 口 
1.4.3 练习 ”依照 定理 1.4.2, 证 明 Ga,a e [0,1) 也 有 类 似 的 性 质 ， 且 [zjc。C 
{zl Ya € [0,1). 


1.4.4 定理 设 [zjr, [yjF.,0 < a < 1 是 Fs 两 个 互 不 相同 的 等 价 类 . 则 
(1) p(z,y) <a. 
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(2) 设 p(z,y) = B. 则 [z]Fs U [yes € [zlrs = [yrs 
证 (1) 如 果 j(z,y) >a, 则 (z,y) e Fa 和 已 知 矛盾 . 
(2) 由 定理 1.4.2, a > 8 可 推 [z]rs 2 [z]F, [yjrs 2 [yj 因此 


[zlrs U lye. 2 [zlrs U lylrs = [x]rs = [vy]rs: 


证 毕 . 口 
1.4.5 定义 设 X 为 非 空 集合 ， 入 e F(X). X 的 一 个 Fuzzy 子 集合 {Aijier 
称 为 的 Fuzzy 划分 , 如 果 
(DANN=0i#7ijel; 
eh 


设 p 为 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 ，a€E X. 记 [aj= {zeEX|p(a,z)>0}. 

1.4.6 定理 {lal laeX)} 是 X 的 划分 . 

证 (1) 如 果 存 在 ze [a] 上 9， 则 jp(a,z) > 0,p(b,z) > 0, 因此 jp(a,b) > 
A(a, 7)Ap(z,b) > 0, 即 be [a]. 任 取 ye [6], yp(a,y) > py(a,b)Ap(b,y) > 0, 故 ye [al. 
上 面 证 明了 [9] S [a], 类 似 地 可 证 [a] S 此], 从 而 [a] = 凶 . 

(2) 显然 关 = Ll) 证 毕 . 口 

下 面 我 们 利用 以 上 X 的 划分 来 定义 一 簇 X 上 Fuzzy 关系 oa : oa(z,y) = 
Hz (zy) € [a] x 四 ; 否则 06(z, vy) = 0. 

1.4.7 定理 {oo |aeX)} 是 X 上 Fuzzy 等 价 关 系 几 的 Fuzzy 划分 . 

证 (1) 设 oo 关 06. 则 [a] 关 鸭 . 设 oo(z,y) > 0. 则 (zy) es [a] x [a 因此 
Zz,Yy 旧 , 故 o6(z,y) = 0. 类 似 可 证 cs(z,y) > 0 推 得 oo(z,y) = 0, 即 cencs = 0. 

(2) z,y EX, 如 果 jp(z,y) = 0, 则 oa(z,y) = 0, Ya € X, 因此 ( 出 oa) = 

a€. 
A(z,y) = 0; 如 时 jz,y) > 0, 则 ye [zj, 从 而 oz(z,y) = p(z,y). 如 果 ot 关 0z, 由 
(1) 得 ov(z,y) = 0, 故 


( U je Y) = 5:(7,Y) = Hz, 切 . 


综 上 所 述 ， /= 出 oa. 证 毕 . 口 
a€. 
1.4.8 定义 ” 设 {jiijiel 为 X 上 Fuzzy 子 集 簇 . 它 称 为 X 的 Fuzzy 划分 ,如果 
(1) (ve X)MieD pi(z)=1 有 8 (1) #0,viel; 


(2) Ya e [0,1], {(ji)alie I} 为 XX 的 划分 ; 
(3) Ya es (0,1], 如 果 0< Bgag1, 则 {(ji)a |ie 了 为 {(ji)a |ie 了 的 加 
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1.4.9 例 设 X 为 非 空子 集 ， 令 ja 为 Fuzzy 点 zi. 则 {fzl|lzeXl 为 生 的 
Fuzzy 划分 . 

设 je FE(X), hi:={(z,y)e X?|p(z,y) =1} 是 XX 上 等 价 关系 . 为 了 方便 起 
见 ， 我 们 也 用 z 表 示 [z]r,. 定义 pz 如 下 : pz(z) = p(z,z), Vz E X. 如 果 y € [zjp,， 
pp(z) = p(y, 2) > p(T,Y) A p(T, 2) = p(T, 2) = Hz(2). 类 似 地 可 证 ja(2) > p15(z). 
因此 jz = jg, 综 上 说 明 jz 是 X 的 Fuzzy 子 集 ， ve XI/ 局 . 

1.4.10 定理 ” 设 / 为 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 . 则 {jz | 3E X/ 所 } 是 XX 的 
Fuzzy 划分 . 

证 (1) vzeX,zez, 因 此 Hz(z) = jp(z,7)=1. 如 果 有 jo(z) = p(x,y) = 1 
则 z= 9. 因此 js = pz. 

(2) Va € [0,1], 需 证 明 {jzlz Ee X/ 瓦 } 为 X 的 一 个 划分 事实 上 , Vr < X， 
为 ze [zr 所 以 pz = jp(z,z)=1>a, 即 ze (1z)a. 从 而 X= UU (jz)a. 另 


FEX/F! 
一 方面 ， 如 果 存 在 2 € (jz)a Nn (pg)a, 则 jz(z) > az(z) > a. 由 的 传递 性 得 
A(Z,Y) > p(T,2) Ap(z,y) > a 设 te (pz)a, 则 pz(t) = jp(z,t) > a, 从 而 


Hg(t) = p(y,t) 2 (7,y) Mp(z,t) > a. 


因此 te (jz)a, 即 (1z)a S (wz)a, 同 理 可 证 (15)a S (jz)a: 
(3) 如 果 0<6<as<s1l, 显 然 (usz)a S (jz)e, ve X/Fi .进一步 地 ， 如 果 
e (jan (pa), 则 ply, 2) > a, p> 6. 


> p(T,Y) A p(y, w) 
> pu(z,2) Ap(z,Y) N (y,w) 
> aABDAa= 有 . 


Vw € (pg)a, pa(w) = p(T, w) 


因此 ，w € (pz)a, 即 (jp)a S (jz)a. 以 上 证 得 {(jz)alz € X/F} 为 {(1a)alz € 
X/ 甩 } 的 加 细 . 证 毕 . 口 
1.4.11 练习 设 z,yeE Xue FE(X), 且 j(z,y)=a. 则 jzNps<a:fx, 这 
里 fx 为 苇 的 特征 函数 . 
1.4.12 定理 设 {ji}ier 为 X 的 Puzzy 划分 则 X 上 的 Fuzzy 关系 如 下 : 


凡是 x 天 一 001ulz 人 = V(r) Api(y)), vr,y € X. 
1ET 
则 六 是 X 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 . 
证 由 Fuzzy 划分 的 定义 ,vz e X, 存 在 ;ie 了 使 得 上 (z) = 1 因此 pz,z) = 1. 
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由 的 定义 ， 显然 y(z,y) = J(y,7), Vz,y E XX, 下 证 pp 是 传递 的 . 


pop(z,9) = V (plz,2) Np(z,Y)) 
z€EX 


= (pi(z) Apa(2) ) A ( V (pi(z) A pi(y)) 
A (OA A A) 
> V Vi(z) A pi(z) Api(y)) 

zEX iEI 


> V (pi(z) Api(y)) = p(z,9), Vey € X. 
TEL 


证 毕 . 口 

最 后 我 们 需 进一步 证 明定 理 1.4.12 中 的 上 所 决定 的 X 的 Fuzzy 划分 就 是 已 知 
的 Fuzzy 划分 {pi}ier: 

1.4.13 定理 ” 设 {ji}iel 为 X 的 Fuzzy 划分 . 则 该 Fuzzy 划分 所 决定 的 Fuzzy 
等 价 关系 人 上 所 决定 的 Fuzzy 划分 即 为 已 知 的 Fuzzy 划分 . 

证 ”由 定理 1.4.12, y(z,y) = On) Api(y)),vz,y eu 设 3€X/R, 则 


Ha(T) = 1. 因为 {jjier 是 X 的 Fuzzy 划分 ， 存在 唯一 的 j € 了 使 得 pj, (x) = 
下 面 我 们 证 明 pz = pj 
(1) (vy € X) pa(y) = A(z,y) = Yi(?) A pi(Y)) > ps (2) A pss (9) = ps (9); 
(2) 给 定 充分 小 的 e > 0, 如 果 p(z,y) = 0, 则 pa(y) =0 < p(y), 如果 j(z,y) > 
0, 存在 Ee 了 使 得 


bial(z) A pa(y) > Hz) ~e = pa(y) — 


即 pi (7) > p(2,9) —e = pa(y) —e 有 pily) > p(z,y) —e = pa(y) —e = a . 因此 
zye (ja)a. 又 {(ji)a |ieE 了 7} 为 X 上 的 等 价 关 系 的 等 价 类 ,因此 (ji,)an(pj.)a = 月 
或 (ji)a = (Jj:)a. 由 于 z 为 它们 共同 元 素 , 所 以 (ps)a = (jj.)a,s 即 jp,(y) > a = 
Hz(y) -se, 由 < 的 任意 性 得 jj.(y) > pz(y),Vy EX. 

综 上 (1),(2) 得 ji. = ps: 

(3) vz e X, 存在 唯一 的 j: eT 使 得 pj.(7)=1. 记 Ks= {yeX|p.(y)=1}. 
下 面 我 们 证 Kz = 四 局: 设 ye [zjm,, 则 py(z,y) = 1. 如 果 jw.(y) 关 1, 则 存在 a 使 得 
Liz(y) < a<1. 因 为 {(ji)a |ie 了 为 XX 的 划分 所 以 z,y 不 在 同一 个 (ui)-a 类 
中 , 因此 pi(z)Api(y) ee 了 当然 p(z,y) = A (pi(Z)Api(y)) < a, 矛盾 . 以 上 证 


明了 [zjr, ES Kz. 反之 ,Vy € Kz, 则 p(y)=1. 国 此 pc， YD) 2 p(T) Apis(y) = 1, 
则 jp(z,y) = 1y € 加 . 推出 Kz C [zjs,, 根据 以 上 论证 , 任意 pv € {jp | i 了}, 和 
在 zeX 使 得 yi(z) =1, 所 以 pi = pj = 点. 证 毕 . 
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1.5 评 述 


如 同一 个 集合 X 的 Fuzzy 子 集 是 X 的 普通 子 集 的 推广 ， 一 个 集合 X 上 的 二 
元 关系 可 以 推广 为 X 上 的 Fuzzy 二 元 关系 .XX 与 了 之 间 的 Fuzzy 关系 R(z,y) 
首先 由 Zadeh 引入 039， 后 来 他 接着 提出 并 研究 Fuzzy 相似 关系 n39，1966 年 
至 1977 年 之 间 ， 有 很 多 数学 家 在 Fuzzy 关系 上 做 了 大 量 的 工作 ， 如 Goguenl23， 
Kaufmannl4，Sanchezl951，Rosenfeldle1] 等 ， 1983 年 至 1986 年 间 ， Chakraborty 
和 Dast223 及 Nemitalg 研究 了 与 等 价 及 Fuzzy 函数 相连 的 Fuzzy 关系 与 格 值 
Fuzzy 关系 ， Muralile7l 给 出 了 Fuzzy 划分 的 定义 并 证 明 Fuzzy 等 价 关系 与 Fuzzy 
划分 一 一 对 应 .但 是 人 们 对 Fuzzy 等 价 关系 定义 中 自 反 性 为 什么 要 求 W(z,z) = 1， 
Vz eX, 提出 疑问 1. 为 此 ，Yehtl?l 从 两 个 方面 来 考虑 ， 引 入 e- 自 反 性 与 弱 自 反 
性 ,如果 /为 X 上 的 Fuzzy 关系 ， Htz,z) > es, Vz EX, 称 /为 e- 自 反 的 ;如 果 
HA(z,z) > J(z,y), yz,y EX, 称 /为 弱 自 反 性 的 ， 进 一 步 ， Guptal22 定义 X 上 的 
Fuzzy 关系 称 为 G- 自 反 的 ， 如 果 


A(z,Y) < 人 L(t,t), Vr y € X,T #Y; (7, 7) > 0,vr EX. 
tEX 

Fuzzy 等 价 关系 / 中 将 自 反 性 换 为 G- 自 反 的 ， 称 /为 G 等 价 关系 . 对 于 G 等 价 
关系 ， Gupta 给 出 了 比 Murali 更 一 般 的 结果 . 

另 一 方面 ,在 Fuzzy 理论 的 应 用 方面 ,我 们 所 考虑 的 对 象 集 往往 是 有 限 的 . 例 
如 ，Fuzzy 排序 问题 , Fuzzy 聚 类 分 析 , Fuzzy 综合 评判 以 及 Fuzzy 图 ， 所 以 我 们 有 
必要 讨论 有 限 集 上 的 Fuzzy 偏 序 关系 ,Fuzzy 等 价 关系 等 . 当 |X| < co 时 , X 上 的 
Fuzzy 关系 我 们 可 以 用 矩阵 来 表示 ， 这 个 矩阵 我 们 称 之 为 Fuzzy 矩阵 ， 关 于 Fuzzy 
和 矩阵 (包括 Boole 矩阵 ) 的 理论 与 应 用 读者 可 参看 相关 书籍 . 
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本 章 试图 讲述 半 群 的 Fuzzy 理论 中 最 基本 的 思想 和 内 容 ， 包 括 Fuzzy 子 半 群 
的 基本 性 质 、Fuzzy 子 系统 的 同 态 及 其 同 态 基本 性 质 , 关于 同 态 基本 定理 的 Fuzzy 
体现 , 我 们 在 以 后 的 章节 中 还 要 提 到 , 本 章 还 给 出 Fuzzy 子 系统 的 直 积 与 半 直 积 ， 
以 及 相关 的 半 群 虞 入 定理 . 


2.1 Fuzzy 子 半 群 


设 5 为 半 群 如 果 5 没有 单位 元 ， 非常 容易 地 加 一 个 额外 元 素 1 到 5 并 定义 

其 上 的 运算 为 
(Ys€5) s.1=1.s=5 1.1=1. 

则 将 原 S$ 上 的 二 元 运算 扩张 为 SU 1 上 的 二 元 运算 且 它 关于 这 个 运算 为 么 半 群 ， 
记 为 51 

设 AC S,BC 5 为 5 的 两 个 非 空子 集 记 4B = {ab | va e 4be B}. 如 果 
A2C 4, 4 称 为 5S 的 子 半 群 ;如 果 SA(45) C 4, 称 4 为 5 的 左 ( 右 ) 理想 .如 果 
4 既是 9 的 左 理想 又 是 8 的 右 理 想 , 称 4 为 3 的 理想 . 如果 ASAC 4, 且 4 为 
5 的 子 半 群 ， 称 4 为 5 的 双 理 想 . 我 们 知道 ， 一 个 半 群 5 是 群 当 且 仅 当 5 没有 真 
的 双 理 想 ， 如 果 5 的 子 半 群 4 满足 S4S C 4, 4 称 为 内 味 理 想 . 

2.1.1 定义 ” 设 久 为 非 空 集合 ，(X,-) 为 群 豚 , 我 们 定义 F(X) 上 的 乘法 “o” 
运算 如 下 ， 

| V {f(y) 入 g(z)}， 设 存 在 y,z € X,z = yz; 

(Vr EX) (1og)j(z) = 1 v= 

0, 否则 . 


2.1.2 注 ”在 第 一 章 以 及 很 多 文献 中 ,集合 上 的 Fuzzy 子 集 大 部 分 应 该 用 小 写 
希腊 字母 ,wv,… 表示 ， 而 以 下 要 经 常 涉及 Fuzzy 点 zx 的 下 标 也 是 用 小 写 希 腊 字 
母 表示 ， 为 了 不 至 于 混淆， 以 下 Fuzzy 子 集 经 常 也 用 f.9,h,… 表示 .在 一 个 群 胚 
(X,) 中 ， 运 算 符号 也 经 常 省 略 . 

2.1.3 性 质 ” 设 (X，) 为 群 耳 ， 访 gz EF(X),0< 和 ,p<1. 则 

(1) za on = (zg)AAx 

(2) f 09 = Uz epy,eo TX o Vy- 

这 里 zxe f 指 的 是 z、< f, 且 za 是 Fuzzy 点. 


第 2 章 。 Fuzzy 子 半 群 :23 . 


证 由 定义 2.1.1, (1) 是 显然 的 . 
(2) 任 取 ws X, 如 果 w 不 能 写成 两 个 X 中 的 元 素 之 积 ， 则 fog(w) = 0 且 
TAog(w)= 0,Vz、 € f,yp &€ 9, 当然 上 式 成 立 ， 如 果 w = pv,p,v EX, 则 


fogw) = (J) (f(1) Ag(o)) 


和 
> Ua Ay()) 2 za ovo). 
Hv=w,zAEf ,yuEg 


由 z、 € f,y & 9 选择 的 任意 性 得 fog(w)>( U zxoey)(w). 
zsEf yeg 
另 一 方面 ， 


( U oy)() = V (rovy)(w) 


TMEf yrEg zx\Ef yrEg 
= VV. V (a(Ay()) 
TAEf yn Eg HV=w 


> V (UrUo(A) A Vor) (V)) 


Hv=w 
V (FW Ag()) = (fog)(w). 
因此 (2) 得 证 . 证 毕 . 口 
2.1.4 练习 设 (X,.) 为 群 且 ， 证 明 ， 
(1) 如 果 (X，.) 为 半 群 ， 则 (F(X),o) 也 为 半 群 . 
(2) 如 果 (X,-) 是 可 换 的 ， 则 (FE(X),o) 也 可 换 . 
(3) 如 果 (X,,) 有 单位 元 e, 则 存在 Fuzzy 点 e 使 得 (vf € F(X)) foes= 
eof=f. 
(4) 问 在 (3) 中 的 ex 唯一 吗 ? 
2.1.5 定义 设 (S,.) 为 半 群 ，f e F(S). f 称 为 5S 的 Fuzzy 子 半 群 ， 如果 
fof <f. 
2.1.6 定理 ” 设 (5,.) 为 半 群 ，f es F(S). 则 下 列 各 款 等 价 : 
() f 为 S 的 Fuzzy 子 半 群 ; 
(2) (zw Ef) TA oy Ef; 
(3) (vz,y € S) f(zy) > min{f(z), f(y)}. 。 
证 (1) 一 (2). 因为 了 为 Fuzzy 子 半 群 ,所 以 (Vra,y, e f) zxoy < fof 和 人 
(2) 一 (3). 因为 zj(z),yslwy) < f, 由 假设 ， 


(vr,y € 5) f(zy) > zftz)oyrt(zy) = min{ f(z), f(y)}. 
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(3) 一 (1). (vz € 5) f(z) > fof(z). 事实 上 ， 如 果 z 不 能 表示 成 S 中 的 两 个 
元 素 之 积 ， 则 f(z) > 0 = fo f(z). 如 果 z 可 以 表示 成 两 个 元 素 之 积 ， 设 > = zy. 则 


f(z2)= f(zy) > V (fH) A g(r) = fof. 
因此 ，fof < .证 毕 . 口 
2.1.7 注 ”由 练习 2.1.4 及 定理 2.1.6, 同时 因为 (S,.) 是 结合 的 ， 所 以 


(Vza, Yn, zy Ef) (zMoy)ozr=ZMo( 加 oz27). 


如 果 S 是 可 换 的 ， 则 f 中 的 任意 两 个 Fuzzy 点 可 换 . 

如 果 5 为 么 半 群 ，e 为 其 单位 元 . 记 和 =Vzes f(z). 当 h> 和 时 ，ep oz = 
Ton = TA VIA ES. 

2.1.8 定理 ” 设 5 为 半 群 . f 为 S 的 Fuzzy 子 半 群 当 且 仅 当 对 和 e [0,1], 如果 
扩 冯 0, 则 下 为 5 的 子 半 群 . 

证 (一 ). 设 f 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 ， 任 取 z,ye 有, 则 f(z) > 和 ,f(y) > 入. 
由 f(zy) > min{f(z), f(y)} 得 f(zy) > 入 ,因此 zy € 及. 

(4 二). yz 加 Ef 不妨 设 入 > 则 zy € fi. 由 假设 f 为 5 的 Fuzzy 子 半 
群 ， 因 此 zy e f, 即 

f(zy) > p= min{zA(z), yy(y)}. 


取 入 = f(z),p = f(y), 则 zs,yp€ f. 由 上 推理 ， 
f(zy) > min{zy(z)(7), ys(y) (9)} = min{f (7), f(y)}. 


根据 定理 2.1.6, f 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 证 毕 . 口 


2.2 ”Fuzzy 子 半 群 的 积 


本 节 我 们 讨论 T- 范 数 Fuzzy 子 半 群 的 直 积 和 半 直 积 . 
2.2.1 定义 ” 设 5 为 半 群 。 5 的 Fuzzy 子 集 / 称 为 5 的 了 范 数 Fuzzy 子 半 
” 群 ,如果 
(vr,y € 5) p(zy) > T(p(z), p(y)). 


2.2.2 定义 ” 设 5 为 么 半 群 ，e 为 3 的 单位 元 如 果 5 的 了 范 数 Fuzzy 子 
半 群 4 满足 he) =1, 称 4 为 5 的 T- 范 数 Fuzzy 么 子 半 群 . 2 

2.2.3 定义 设 5 为 半 群 ，Aut(5) 为 5 的 自 同 态 半 群 ，K 为 Aut(S) 的 子 半 
群 . 称 S 的 Fuzzy 子 半 群 4 为 K- 不 变 的 ,如 果 (Vz € S)(k e K) p(z*) = p(z), 其 
中 zz* 表示 z 在 上 下 的 象 . 


TY 
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2.2.4 定义 ” 设 5S, 五 为 半 群 ， 在 集合 Sx 互 := {(s 由 |seShe 刀 ;上 规定 
二 元 运算 “” 如 下 : 
(s,h): (s1,h1) = (ss1, hhi), 
其 中 ss1, hh 分 别 是 半 群 S 和 半 群 H 中 的 积 . 则 我 们 不 难看 出 (5 x 及 ,-) 是 半 群 ， 
我 们 称 该 半 群 为 S 和 五 的 直 积 . 
2.2.5 定义 ” 设 5, 且 为 半 群 ，% :5 一 Aut(H) 是 半 群 同 态 . 在 集合 Sx HH := 
{(s,h) | se She HH} 上 规定 二 元 运算 “@” 如 下 : 


(s,h) O(s1,h1) = (ss1, (h)* 0 h), 


我 们 不 难看 出 (S x H, 〇 ) 是 半 群 , 我 们 称 该 半 群 为 $5 和 五 的 半 直 积 , 记 为 HxypK. 

值得 注意 的 是 ， 直 积 是 特殊 的 半 直 积 ， 只 要 将 wp 取 为 平凡 同 态 ， 即 将 5 的 每 
个 元 素 对 应 为 hut( 万 ) 的 单位 即 可 . 

下 面 我 们 给 出 Fuzzy 子 半 群 的 直 积 和 半 直 积 的 定义 以 及 它们 能 成 为 一 个 Fuzzy 
子 半 群 的 条 件 . 

2.2.6 定义 ” 设 凡 "分别 为 半 群 S 和 互 的 Fuzzy 于 半 群 。Fuzzy 子 集 人 4xvE 
F(S x 瑟 ) 称 为 4 和 wv 的 T- 范 数 直 积 , 如 果 


(vs€ S,vhe H) pxwv(s,h)=T(p(s), v(h)). 


2.2.7 定义 ” 设 jv 分别 为 半 群 S 和 吾 的 Fuzzy 子 半 群 ，p :5S 一 Aut(H) 
是 半 群 同 态 且 v 是 p(5)- 不 变 的 。 Fuzzy 子 集 4xpv EF(S xp 日) 称 为 和 vv 关 
于 人 T- 范 数 和 yp 的 半 直 积 , 如 果 


(vs € S,Yhe H) pxov(s,h) =T(p(s),v(h)). 


2.2.8 定理 ” 设 jv 分 别 为 半 群 S 和 H 的 关于 T- 范 数 的 Fuzzy 子 半 群 ， 如 
果 寻 六 了 则 T" 直 积 上 xz 是 关于 了 范 数 的 3 x 互 的 Fuzzy 子 半 群 . 
证 任 取 (s,h),(s',h')esSxH, 
Lx v((s,h)(s',h’)) = p x v(ss’, hh’)) 

= T'(p(ss"),v(hh’)) 
> T'(T(p(s), p(s")), T(v(h), v(K'))) 
> T(T'(p(s), p(s")), T"(v(h), (hk))) 
= T(p x v(s,h),p x v(s',h’)). 


根据 定义 2.2.1, py x v 是 关于 工 的 3 x 有 H 的 Fuzzy 于 半 群 . 证 毕 . 口 
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2.2.9 定理 ” 设 J,v 分 别 为 半 群 S 和 HH 的 关于 T- 范 数 的 Fuzzy 子 半 和 群 ， 
9 :5S 一 Aut(H) 是 半 群 同 态 且 v 是 2(S)- 不 变 的 . 如 果 T' 之 T, 则 T' 半 直 积 
4 xov 是 关于 T- 范 数 的 S xe H 的 Fuzzy 子 半 群 . 

证 任 取 (s,h), (sh)€ S x 有 H， 


1 x v((s, h)(s',h’)) = p xo v(ss', (ee A’)) 
= T'(p(ss'),v((h)? sh’)) 
> T'(T(p(s), p(s)), T(v(he)), v(h’))) 
> T(T'(p(s), p(s)), T'(v(h), v(h))) 
= T(p xy rv(s,h),p xy v(s', h’)). 


根据 定义 2.2.1, 1 xwsv 是 关于 了 的 5S x H 的 Fuzzy 子 半 群 .证 毕 . 口 

2.2.10 注 设 S 和 五 为 么 半 群 ,它们 的 单位 元 分 别 为 es,en, p,v 分 别 为 5 
和 万 的 Fuzzy 含 么 子 半 群 , 即 J(es) = 1,v(en) = 1. 在 定理 2.2.8 中 ， 如 果 将 S 和 
HH,h 和 做 如 上 相应 的 修改 ， 则 py xv 是 5 x 五 的 关于 了 - 范 数 的 Fuzzy 含 么 子 
半 群 。 事实 上 ， 


uxv(es,en)=T'(u(es),v(en)) = T"(1,1)=1. 


类 似 地 ， 我 们 知 py xpv 是 5 x H 的 7- 范 数 Fuzzy 含 么 子 半 群 . 

2.2.11 定理 设 S 和 互 为 么 半 群 , 它们 的 单位 元 分 别 为 es,en, 1,v 分 别 为 5 
和 五 的 关于 T- 范 数 的 Fuzzy 含 么 子 半 群 . 如果 T'>T, 且 is: 5 一 SxH |in(s)= 
(sen), in: H— SxH|in(h)= (es,h). (pxv)ois=v, (hxv)oip=v. 

证 任 取 ses, 


(uxv)ois(s) = pxwv(s,en) 


= T'(p(s),v(en)) = T"(p(s),1) = p(s). 


所 以 ， (4 xv)ois =v. 同 理 可 证 (1 xv)oin = wv. 证 毕 . 口 

2.2.12 注 (1) 在 这 里 我 们 关注 一 下 两 个 Fuzzy 子 半 群 同 态 的 定义 ， 即 设 p 
为 半 群 5 到 半 群 7 的 满 同 态 映射 ， 1,v 分 别 为 S 和 了 的 Fuzzy 子 半 群 ， 如 果 
yp(p) = 轧 则 人 和 称 为 Fuzzy 同 态 的 . 如 果 voyp=p, 则 


(Yr € 5) ¢ (vr)(z) = v(p(7z)) = pz), 


即 py- 1(v) = jk. 由 定理 1.1.13, p(p) = p(y 1(v)) = 如果 yp 不 是 满 射 ， 我 们 不 能 
得 到 op = 人 和 p(p) =v 等 价 的 结论 . 
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(2) 在 定理 2.2.8, 2.2.9 中 我 们 均 要 求 S 和 了 的 两 个 Fuzzy 子 半 群 y,v 在 T- 范 
数 T' 下 的 直 积 ( 半 直 积 ) 是 S x H(S xv 万) 的 关于 T- 范 数 了 的 Fuzzy 子 半 群 ， 
且 T'>T. 如 果 没 有 T" 六 了 这 个 条 件 ， 结 论 就 不 一 定 成 立 ， 例如 , 设 T 和 7T' 是 
两 个 T- 范 数 ， 且 7' 不 能 控制 T. 则 存在 a1,b1,a2,b2 e [0,1] 使 得 
T'(T(a1,b1), T(a2,b2)) < T(T'(a1, 02), T’(b1, b2)). 


设 G1 = G2 = {e,z,y,z} 是 四 元 素 群 ，z2 = y? = z? = e. 定义 Gi(i = 1,2) 上 的 
Fuzzy 子 集 为 ， pi(e) = 1, pi(z) = ai pi(y) = bi, pi(z) = 了 T(ai,bi). 不 难 验证 pi 是 
Gi 的 Fuzzy 子 半 群 . 但 是 

Hi x p27,7)(y,Y) < Tp x p2(7,7), py x p2(y, 9)). 
因此 ， ji x pz 不 是 G1 x G2 关于 T- 范 数 了 的 Fuzzy 子 半 群 . 

下 面 我 们 考虑 一 个 T- 范 数 的 特殊 情形 M : [0,1] x [0,1] 一 [0,1] | (z,y) 一 zy. 
由 第 1 章 我 们 知道 对 任意 的 T- 范 数 了 均 有 M 六 了 在 定理 2.2.8 中 取 了 = 了 = M， 
则 半 群 S 和 半 群 有 的 Fuzzy 子 半 群 py 和 wv 的 关于 了 T- 范 数 M 的 直 积 是 Sx 五 的 
关于 了 - 范 数 M 的 Fuzzy 子 半 群 . 

2.2.13 定理 设 $S 和 五 为 么 半 群 它们 的 单位 元 分 别 为 es,ep, 4,v 分 别 为 
5 和 互 的 关于 了 T- 范 数 M 的 Fuzzy 含 么 集 ， 如 果 Jxv 是 5 x 是 的 关于 TT- 范 数 
AM 的 Fuzzy 含 么 子 半 群 。 则 下 列 命题 至 少 一 个 成 立 : 

(1) v(es) > p(7), vz € 5; 

(2) p(en) > v(y), vy € H. 

证 因为 kxv 是 SxHH 的 Fuzzy 含 么 子 半 群 如 果 以 上 (1) 和 (2) 均 不 成 
” 立 ， 则 存在 ae 5, be 召 使 得 v(es) < p(a),p(en) < wv(b). 因此 

(px vr)(a,b) = p(a) Av(b) 
> plen) Av(es) 
= jxv(es,en)=1. 
矛盾 . 证 毕 . 口 

2.2.14 定理 设 S 和 互 为 么 半 群 ， 它 们 的 单位 元 分 别 为 es,en, pv 分 别 为 
S 和 万 的 关于 T- 范 数 M 的 Fuzzy 含 么 集 . 如 果 jxv 是 5 x 日 的 关于 了 T- 范 数 
M 的 Fuzzy 含 么 子 半 群 . 则 上 和 “~ 分别 是 S 和 五 的 Fuzzy 子 半 群 . 

证 (yz,yeS) p(zy) = Hzy)Az(eren) 

= (pxv)(r,en)(z,en) 
> (uxwv(z,en) (pxv(y,en) 
= p(z)Av(en) A p(y) = 4p(7) A p(y). 
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因此 /是 5 的 Fuzzy 子 半 群 ， 同 理 我 们 可 以 证 明 v 也 是 有 H 的 Fuzzy 子 半 群 证 
毕 ， [el 


2.3 寡 等 Fuzzy 子 集 格 
本 节 设 G 为 群 且 单位 元 为 e, 5 为 半 群 ， 下 面 我 们 定义 群 G 的 几 类 Fuzzy 子 


F-1(G): ={feF(G)|f Efof}, 

Fo(G): ={f €F(G)| f(z) < fle),vr € G}, 

Fi(G): ={feF(G)|f2fof}, 

F2(G): = F1(G)NF(O), 

F3(G): =F(G)nN Fo(G), 

Ri(G) : = G 的 Fuzzy 子 群 集 . 

显然 Fa(G) S Fs(G) © Fa(G) E Fi(G) § Fa(G) < Fa(G) € Fo(S) E Fi(G). 
如 果 将 G 换 成 半 群 5, 我 们 可 以 类 似 定 义 F_1(5), Fi(5), F2(5), Fa(5). 当 5 是 么 半 
群 时 ， 也 可 以 类 似 定义 Fo(5) 和 Fs(5). 我 们 在 前 面 已 经 知道 , 在 F(S) 中 , 乘法 对 
并 运算 具有 无 限 分 配 律 ， 但 是 乘法 对 交 运 算是 否 也 具有 无 限 分 配 律 我们 先 看 一 
个 引 理 . 

2.3.1 引 理 ” 设 5 是 具有 消去 律 的 半 群 ，5 的 所 有 Fuzzy 点 集 记 为 M(5), 如 
果 (zi, Qi), (yj, 6;), (y, 8) e ee EljeJ 则 

(1) (Q(zi0)) o (v8 = Qn0) )o (y, 8); 

(2) (y, 0 a oa。 (zi ai); 

3 (用 ev oa) (0 (wnB) = = (zi07)o (y,8;). 
iETJEJ 


证 (1) 假设 {(zi, ai)}ie 不 是 链 ， 则 一 定 存在 j,k € 了 使 得 zj 关 zk. 由 假设 
a 因此 fer(zi, 0i) S (zj,07) N (zk,0#) =0. Bh (fies(zi, i)) 0 (y, 8) = 0. 
另 一 方面 ， 


Me i) o (y, 8)) € (3,03) 0 (y, BP) N (zh,ar)o (y,P) 
= (zjy,a; AB)N (zky, ox AB) =0, 
如 果 {(zioi)jier 在 M(S) 中 是 一 条 链 ， 则 存在 z e 3 使 得 x; = z,vi e 7. 这 时 


{(zi, 4)o(y, 5)jsr= flzyaiAB)jier 在 M(S) 中 也 是 一 条 链 . 我 们 再 分 以 下 两 种 
情形 来 讨论 : 
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情 型 1 如果 Aicyai =0 则 Aier(ai 人 8) =0. 因此 ， 
(Piesm)swa=oewa= 
i€ET 

= 门 ciy,aip) = (Nene)e (y,0). 


iEl 
情 型 I 如 果 Aierai=a>0, 则 
(New0)) ow 8) = (0, A eo (nl) 
iel i€eT 
= (zy,a 和 B)= (eu Nee 9)) 
iET 
= 门 cwas6) = 门 (Caoai)e(y, 8). 
1iET i€l 
(2) 和 (3) 证 明 可 以 仿照 (1) 得 出 ， 留 给 读者 练习 .证 毕 . 口 
进一步 地 ， 我 们 有 
2.3.2 定理 ” 设 S 是 具有 消去 律 的 半 群 ， 如果 fi,g;,f,9 € F(5),ie Ij ey 
则 
(GD 人 由 及 0g= A eg); 
(2) ) go (NAD= A (go fi); 
(3) (n 户 “0 9 = (fiog). 
证 我 们 仅 证 a), (2) ) 和 (3) 可 仿照 证 明 . 由 Fuzzy 集 的 分 解 定理 ， 
g=LUfGue8: keK}, 站 =LHcaao5): je viel. 


则 由 F(S) 关于 交 并 运算 是 完全 分 配 格 得 
Nf=NN ( ty (ews00)) 


iel i€l ‘jeJs 


=U (Ne eon), 


aoEZ “i€T 
这 里 本 是 定义 域 为 上 且 对 Vie 1,o(i) € J 的 选择 函数 集 . 
(Ns) og=U (MC o (J) (ye, Bx) 
i€T 了 kEK 


oEZ \ie 


=UU (MNaseiot0) 8%) 


ovEDkEK “iel 
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一 ( (Ni i060)) o (Yes 0)) 


(oerxK \iel 


也 N( U (eyow) oon)) 


iEl \ Gi)EJxK 


= Nfiog. 
ET 
证 毕 . 口 
下 面 我 们 讨论 F_-1(5) 和 所 (5) 这 两 个 子 集 ， 我 们 先 给 个 例子 说 明 F_1(5) 不 
是 所 (3) 的 子 格 . 
2.3.3 例 设 5= 人 {1,1,i, 一 让 } 关 于 普通 的 复数 运算 构成 么 半 群 . 取 4 = {1, 计 ， 
B={-1,i, 一}, 则 


Jacyjaz = faofa, fpc fp:= fpofs, 
faNfe = fane, (faN fa)o (fanN fp)= fans 


由 此 我 们 看 出 ， f4, fs & F_1(5), 但 是 fan fp 和 (fan fs)o(fan fsa) 是 不 
可 比 的 ， 因 此 fa nn fe 4 F_1(S). 但 是 我 们 仍然 可 以 得 出 F_1(5) 为 一 完备 格 . 

2.3.4 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 则 F_1(5) 关于 通常 子 集 的 并 和 适当 的 交 构成 完 
备 格 . 
证 F-_1(S) 中 元 素 关 于 Fuzzy 子 集 通常 大 小 关系 构成 偏 序 集 . 设 {fa}aer 5 


F-_1(S). 则 
facfaofac (Us) ° (U1). 


aeEr 

因此 User fa S (User fa)o (Uaer fa), 即 Uoer fa es F_1(S). 进一步 地 ， 偏 序 集 
F_1(S) 有 最 小 元 0. 由 完备 格 的 相关 结论 ， F_1(5) 为 完备 格 . 其 中 F_1(S) 中 两 
个 元 素 1 和 fo 的 交 “A1" 就 是 包含 在 ( 或 称 小 于 )fi1 nf 的 F_1(S) 中 所 有 元 素 之 
并 . 证 毕 . 口 

2.3.5 注 ”在 定理 2.3.4 中 , 交 运 算 “Ai” 似乎 没有 表达 清楚 . 在 一 般 情 况 下 , 我 
们 较 难 给 出 清晰 的 描述 . 但 是 如 果 我 们 假设 5 具有 消去 律 ，f e F(5), 则 F-1(5) 中 
包含 于 f 的 最 大 元 恰 为 0 f", 记 为 |fl-1. 事实 上 , 设 = |f|-1. 则 根据 定理 2.3.2， 


pen= 向 挛 3 六 即 ke 忆 (9) 且 PE 广 另 -方面 , 如 果 5e Pi(S) 且 5 CJ 
则 5 6o6c .归纳 地 , 我 们 可 以 得 出 5c rm 23…, 即 5 凤 了 "= 


我 们 再 讨论 Fi(5). 首先 Fi(S) 也 不 是 F(S) 的 子 格 . 
2.3.6 例 设 $S= {a,b,c,d} 且 S 上 的 二 元 运算 表 如 下 : 
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f 为 5 的 [0,1] 区 间 的 映射 ，f(a) =1,f(b)=1/2,f(c)=1/3,f(d)=1/3.9 也 为 5 
的 [0,1] 区 间 的 映射 ， g(a) = 1,9(b) = 1/3,g(c) = 1/2,9(d) = 1/3. 而 fg 均 为 群 胚 
3 的 Fuzzy 子 群 胚 ， 但 是 /Ug ¢ (5), 因为 Ug = {a,5,c} 不 是 5 的 子 群 胚 . 
2.3.7 定理 ” 设 S 是 半 群 。 则 所 (5) 是 完备 格 . 
证 设 有 Fuzzy 子 半 群 筷 {fa}aer < Fi(S). 则 (MM, fa)o(NM, fa) € faofa © fa, 
Ya eT, 因此 ( 作 。 fo)o (站 fa) S ( 门 。 fo). 又 偏 序 集 (五 (5), 5) 中 有 最 大 元 5S, 因 
此 五 (5) 是 完备 格 . 设 f,g& Fi(5), 则 fvVig 是 所 (5S) 中 包含 /Ug 的 所 有 元 素 的 
交 , 证 毕 . 口 
2.3.8 注 ”在 例 2.3.6 中 我 们 已 经 知道 一 般 情况 下 , 如 果 f,g € Fi(5), 则 fvVig 
和 /Ug 是 不 一 样 的 ， 为 了 更 清楚 看 清 fVig, 设 he F(S). 则 h 在 S 中 生成 的 最 
小 Fuzzy 于 半 群 为 总 h". 因 此 fvig= 山 (f Ug)™. 


本 节 的 最 后 我 们 重点 讨论 守 等 Fuzzy " 字 集 集 (5) 格 性 质 . 

2.3.9 定理 ” 设 fe F(5). 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 

(1) f € F2(S); 

(2) (a) f € 所 (5); (b) 给 定 de 5, 则 在 5 中 存在 两 个 元 素 列 {an}, {bn} 使 得 
d= anbn § limminnoo{ f(an), f(bn)} = f(d). 

证 (1) 一 (2). 因为 supming=os{f(a),f(b)} = fof(d) = f(d). 对 任 给 的 正 
整数 n, 存在 an,bn e S 使 得 d = anb, 且 


f(0) = F< min{ f(an), f(bn)} < f(a). 


(2) 一 (0). 我 们 用 反 证 法 .因为 f e (5), 如 果 f 4 F2(S), 则 存在 de 5 
使 得 fo f(a) < f(a). 由 假设 (2), 存在 两 个 元 素 列 {an}, {bm} 使 得 d = anbn 且 
lim minn-,oo{ f(an), f(bn)} = f(d). 另 一 方面 ，min{f(an),f(bn)} < fof(d). 因此 
f(d) < fo f(d). 矛盾 . 口 

2.3.10 定理 ” 设 5 是 么 半 群 ，f e Fi(S). 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 

0 (f(T = 1((7,), 这 里 a 是 f 在 [0,1] 上 取 值 的 最 大 值 0<7<a; 

(2) 给 定 de 5, 则 在 5 中 存在 两 个 元 素 列 {an}, {bn} 使 得 d= anbs, 且 


lim min {f(an), f(bn)} = f(d). 
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证 (1) 二 (2). 设 de 5, 如 果 f(d)=0, 取 an=d,bn=e,vneN,e 为 5 的 
单位 元 ， 则 
lim min {f(an), f(bn)} =0= f(d). 


设 0 < /(d), 对 每 个 使 得 存在 一 个 正 整 数 no, 当 n< no 时， 有 0 < f(a) 一 上 < fd) 


由 假设 ， 存 在 两 个 元 素 列 {an}, {5b,} 使 得 d = anbn, an,bn € f-1(f(d) 一 tq). 这 


意味 着 
jd 一 元 < min{f(en), f(bn)} < flanbn) = f(d). 


结果 lm mina (ranh f(bn)} = f(d). 

(2) 二 (1). 设 A4=f-!(7T,a]. 如果 a,be 4h, 则 f(a) >7,f(b)>7, 且 T+< 
{f(a), f(b)} < f(ab) < a. 因 此, abe 4, 即 42 S 4. 另 一 方面 , 设 de 4, 则 r < f(d). 
存在 两 个 元 素 列 {an}, {bn} 使 得 d = anbn 且 limminn-,oo{f(an), f(bn)} = f(aq). 
又 min{f(an), f(bn)} < f(d), 存在 两 个 元 素 {am}, {bm} 使 得 4 = ambm 且 7 < 
min{f(am), f(bm)} < f(d). 这 意味 着 7 < f(am), f(bm), 因此 am,bm € f-!(7,aj,d € 
全 .证 毕 . 口 

2.3.11 练习 设 3 是 具有 消去 律 的 半 群 ， 则 

Je 已 (5) 一 门 严 = 品 广 
mn=1 = 


2312 定理 设 {ojoer EB(S) 风 Uf (oo1) SU 
证 UnsaGleUA- (Un) 。 (Un) 
= Udo= (Ua) (U (ee 用) 
-ye 
“(VU CE UA 
证 毕 . 0 


同 理 我 们 可 以 证 明 
2.3.13 定理 ” 设 5 是 具有 消去 律 的 半 群 ， {fa}aer E F(5). 则 


NA = NUsof) ENN 


az#8 
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我 们 现 举例 说 明 偏 序 集 (2(5), S) 一 般 情况 下 有 限 交 和 有 限 并 均 不 是 封闭 的 . 

2.3.14 例 设 S= (0,o0). 则 5 关于 数 的 普通 乘法 是 半 群 . 令 已 = (1,co)， 
Q= {1,2,4,8,.…}, R= (01). 则 P? = P,Q? = Q,R? = R. 因此 fp, fo, fr € F2(S). 
因为 PnQ= {2,4,8,…}, (PNQ)? 关 PNQ, 所 以 f(png) = fen fp#f2(S). 因 为 
PUR= (0,1)U (1,0%), (PUR)?#PUR, 所 WU f(pun) = fpU fa ¢ f2(5). 

记 |fls 表示 包含 于 了 的 F2(5) 中 最 大 元 . 

2.3.15 定理 ” 设 5 是 具有 消去 律 的 半 群 ， {fa}aer S F2(5). 则 


oa-A(ne) Ind, 


证 设 S 是 具有 消去 律 的 半 群 ， {fa}aer S F2(5). 则 站 fo 5 下 (5). 令 

= 站 (Nfa)". 则 g€ (5), 且 g=| 几 。 fol-1,9€ NF-i= F2(5). 下面 我 们 证 
明 9 = A, fal2. 设 hc Nn。 fa, 因为 9 是 包含 在 门 。 fa 中 已: 的 最 大 元 素 ， 因 此 
hcyg. 故 g=INfola= 站 fa" 六 = 人 je 口 

根据 前 面 已 证 的 结果 和 定理 2.3.14, ' 记 [fj; 表示 包含 f 的 Fi(5) 中 的 最 小 元 ， 
1 = 1,2,3,4. 我们 有 

2.3.16 练习 设 {fo}aer S Fz(5). 则 


[Uj,=U(Ue) -=U 


总 结 定理 2.3.15 和 练习 2.3.16, 我 们 有 
2.3.17 定理 ” 设 S 是 具有 消去 律 的 半 群 ， 则 Fa(S) 关于 以 下 定义 的 交 和 并 是 
一 个 完备 格 . 


(vf,g € Fa(S)) fvg= (fu9"=[fugh, fAg= Alongy = [fngh. 
n=1 


n=1 


2.4 Fuzzy 同 态 


本 节 讨论 半 群 间 同 态 对 Fuzzy 子 系统 的 影响 ， 以 及 讨论 两 个 Fuzzy 子 系统 间 
的 几 种 Fuzzy 同 态 . 

2.4.1 定理 ” 设 S 和 了 为 两 个 半 群 ，/ 为 $S 的 Fuzzy 子 半 群 . 又 设 p 为 5 
到 工 的 同 态 映射 . 则 p(y) 是 工 的 Fuzzy 子 半 群 . 

证 ”由 定义 


plp)(y): = i Ah vyeT7T (supg:= 0). 
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我 们 现在 需要 证 明 
Pp (YY2) > p(y1) A pH) (y2), vy1,y2 ET. 


设 yET 记 XX := yp-1(y). 因为 yp 为 同 态 映 射 , 因此 ，Xy,Xy, C Xyiys. 事实 
上 ， Vz € XwnXw. 则 存在 ze Xy,,z2 €E Xy, 使 得 z = zizz, 且 p(z) = yi,p(z2) = 
y, 因此 ， 
Ye(z) = p(2122) = pz1)p(z2) = yyo, 


即 z € yp (yy2) = Xowm: 设 ye ¢ Imp = yp(5), 则 p(j)(yiyo) = 0. 另 一 方 
面 ，yiy2 gg 9(5) 意味 头 p-!1(yiy2) = Xyiy, = 0, 因此 Xy, = 和 或 Xy, = 和 从 而 
yp(W1) = 0 或 p(y2) =0. 综 上 所 述 ， 当 yiyo 4fImyp 时 


(WYiy2) =0= p(y) A y(n)(y2). 


设 Xy,ys 关 了 0 如果 Xw = 或 XX = 0 显然 有 (oO(w) = 0 或 p(1)(yz) =0. 
从 而 p(y)(yiy2) > y(t) 人 pl10)(y2). 如 果 和 关 0,X,, 关 9. 则 


PH)(yya) = sup Hz) > sup AH(z) = Arazo), 


sup 
zEXy Xuva T1EXYy1 ,72EXy2 ,T7172=2 
由 于 /为 S 的 Fuzzy 子 半 群 ， 故 
pp)(yiy2) > sup (up(z1) Ap(z2)) 


TaEXwl,zaEXwa 


= sup ( sup (A(z1)Ay(z2)) 
Tz1EXy) zz2EXvz 


= sup p(T1)V sup HA(z2) 
TI1EXYL 2EXva2 


= p(W(y) A yp(p) (vy). 
证 毕 . 口 
2.4.2 定理 ” 设 3S 和 了 为 两 个 半 群 ，? 为 S 到 了 的 同 态 映 射 ，v 为 工 的 


Fuzzy 子 半 群 . 则 p-~:(z) 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 
证 设 z1,z2€5S. 则 


7 (zj(zazz) = v(p(z172)) 
= v(p(z1)¢(z2)) > v(p(z1)) Av(p(z2)) 
= 9 (V(r1) A pI (vr)(z2). 
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2.4.3 注 ”由 以 上 两 个 定理 , 我 们 有 这 样 的 启示 : 设 有 两 个 代数 系统 ( 环 、 域 、 
模 等 ) S 和 了 为 这 两 个 代数 系统 的 同 态 、 则 5 的 Fuzzy 子 系统 v 在 2 下 的 象 是 了 
的 Fuzzy 子 系统 .反之 了 的 Fuzzy 子 系统 v 在 ”下 的 原 象 是 3 的 Fuzzy 子 系统 . 

2.4.4 练习 设 G 和 7 了 为 两 个 群 ， 9 为 9 到 了 的 同志 里 身 ， 从 和 分 别 为 
G 和 了 的 Fuzzy 子 集 且 满足 性 质 : 

(A) 设 55 为 群 , 则 f EF(S), f(z !)> f(z),vresS. 

则 

(1) 如 果 几 满足 (A), 则 p(j) 也 满足 (A); 

(2) 如 果 凡 满足 (A), 则 p-!(v) 也 满足 (A). 

设 5 为 半 群 ，jE F(5). 4 在 S 中 称 为 处 处 能 达到 上 确 界 ， 如 果 


(vA € 5S)(3z0 € 5) V {nu(z) | z € A} = Hzo). 


2.4.5 定义 ” 设 5 为 半 群 ，JE F(S). 几 称 为 有 上 确 界 性 质 (sup property), 如 
果 4 在 5S 中 处 处 能 达到 上 确 界 且 


(VA € S)(3zo € 4) V {plz) |z € 4} = Hzo)， 


2.4.6 例 设 5 为 整数 加 法 半 群 ，(2") 表示 2" 生成 的 子 半 群 ，m = 1,2,…. 
定义 9 上 的 Fuzzy 子 集 如 下 ， 1) ze S\(2),p(z) = 0; 2) ze (2")\(2"+!), p(x) = 
1/2(1 一 1/2"), n= 1,2,…; 3) p(0) = 1/2. 则 4 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 且 4 处 处 达 
到 上 确 界 ,但 是 y 没有 上 确 界 性 质 ， 事 实 上 ， 取 4 = S\{0}, 则 


Vi{ulz)1ze4}= 1/2 #1p(z0), Yro € A. 


如 果 在 S 中 定义 Fuzzy 子 集 如下: 1) re S\(2),v(z) = 0; 2) ze (2")\(2"+1)， 
z(z) = 1/2(1 一 1/2"),n =12…; 3) v(0) =1. 则 wv 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 , 旦 v 在 
5 中 既 不 能 处 处 达到 上 确 界 ， 也 不 能 有 上 确 界 性 质 . 

2.4.7 定理 ” 设 /为 半 群 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 则 上 有 上 确 界 性 质 当 且 仅 当 
Va € [0, 1], ya c 站 aserma As- 

证 必要 性 . 设 y 有 上 确 界 性 质 ，Va e [0,1], 记 4。 = {z ES|y(z) < oa}, 又 记 

= V{p(z) | ze ho}. 因为 上 有 上 确 界 性 质 ， 存 在 zo & 4。 使 得 y(zx0) = al < a. 
因此 pa Spa: 且 zo po 又 zoE pa CpoVb<ai, 故 


taE 门 m= fn 
bsa,belmp b<a,bEImp 


从 而 pa c Npca setmp po: 
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充分 性 . 设 1 没有 上 确 界 性 质 . 存在 4 C 5 使 得 (x) # a1,Yz e A. 这 里 
al = V{u(z) | ze 4}. 因为 po ES 门 ,cassetm Hs, 记 Imy 的 子 集合 {be Imw | (aze 
4) p(z) = 5) 为 (4,Imp), 则 


ar=V{b|lbe(A,Imp)} < v{b|b <a,b eImp} < a. 


因此 ， 如 果 ze 站 -sea 则 nz) > b, Vo < a1,b € Imp. pl(7) > vb | < 
ab E Imp} = al, 因此 ze pa, jas = 门 <ai,vermu Lo, 这 和 假设 矛盾 . 证 毕 . 口 
2.4.8 定理 ” 设 ” 是 半 群 5 到 半 群 T 的 同 态 映射 ，A E F(5). 如 果 4 为 5 
有 上 确 界 性 质 的 Fuzzy 子 半 群 ， 则 f(y) 在 了 中 也 是 T 的 有 上 确 界 性 质 Fuzzy 子 
半 群 . 
证 由 定理 2.4.1, yp(p) 为 工 的 Fuzzy 子 半 群 . 设 A4CT. 如 果 yp-!1(4)=0, 则 
结论 成 立 ， 如 果 p-:(4) 关 0, 则 


Vv{¢(p)(y) | ye A} = v{vu(z) | ze p71(y) | ve A} 
= Vv{p(z) | z € p71(A)}. 


因为 具有 上 确 界 性 质 , 所 以 存在 roe p-!1(4) 使 得 Vv{p(z) |ze yp-!(4)} = (zo). 
因此 yo = Hzo) e 4, 且 


yp) (yo) = V{p(7) |zee-:(yo)}. 
又 zo Ep (yo) ES 广 !(4), 因此 
V{p(z) | z € p71(A)} > Vvfu(z) | ze p71(yo)}. 
由 zo Ey 1(yo) 得 
Hzo) > V{p(z) | x € p71(yo)} > p(x0), 


即 Hzo) = V{p(z) |ze p(yo)} = p(w)(yo). 因此 p(p) 具有 上 确 界 性 质证 毕 . 
口 
2.4.9 定理 ” 设 % 为 半 群 5S 到 半 群 了 的 同 态 映 射 ，7e F(T). 如 果 n 为 的 
具有 上 确 界 性 质 的 Fuzzy 子 半 群 ， 则 p-1(n) 为 3 的 具有 上 确 界 性 质 的 Fuzzy 子 
半 群 . 
证 由 定理 2.4.2, -1 为 8 的 Fuzzy 子 半 群 . 设 4S 5S. 则 


v{eo-:)(z)1ze4} = vtn(elz))1ze4 
= V{7(y) | y € p(A)}. 
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因为 了 具有 上 确 界 性 质 ， 存 在 yo & yp(4) 使 得 


n(yo) = V{n(p(z)) | z € 4} 
= Vv{ep-1(n)(z) | ze A}. 


又 yo E p(4), 存 在 zo € A 使 得 yp(zo) = yo 因此 ,p71(n)(z0) = 9(p-1(zo)) = (yo) 
故 p-!(n) 具有 上 确 界 性 质 ， 证 毕 . 口 

2.4.10 练习 设 S 为 半 群 ， 册 vvE 下 (S). 如 果 jv 在 5S 中 具有 上 确 界 性 质 ， 
则 jNv 在 中 也 具有 上 确 界 性 质 . 

当然 还 有 很 多 问题 可 以 考虑 ， 例 如 在 上 一 练习 中 ， ov 有 没有 上 确 界 性 质 ? 
设 / 为 3 的 Fuzzy 子 集 上 且 具 有 上 确 界 性 质 ， 那么 4 在 中 S 生成 的 Fuzzy 理想 有 没 
有 上 确 界 性 质 ? 

下 面 我 们 考虑 Fuzzy 子 系统 之 间 的 几 种 同 态 形 式 及 其 相互 关系 . 

2.4.11 定义 设 9 为 半 群 5S 到 半 群 了 的 满 同 态 映 射 ，y,v 分 别 为 95 和 的 
Fuzzy 子 半 群 ， 如果 p(k) = vw, 称 h 为 v 和 是 工 型 同 太 . 

2.4.12 定义 “在 定义 2.4.11 中 , 如 果 Va e |0,1], jo 和 vo 同 态 , 称 h 和 wv 是 
II- 型 同 杰 . 

2.4.13 定理 设 S 和 了 为 半 群 ，AE F(S),v e F(T). 又 设 jv 分别 为 5 
和 了 的 子 Fuzzy 半 群 且 1 - 型 同 态 . 如果 上 有 上 确 界 性 质 ， 则 它们 也 是 世 - 型 同 
态 的 . 

证 设 p 为 S 到 了 T 的 同 态 映 射 且 yp(j) = wm yz € pao. 则 j(z) > a 


z(p(z)) =p(p)(p(z) = V wz)>Hz) > 
zEp-i(e(z)) 

因此 ， yp(z) € pa. 

另 一 方面 ，Vy € va, wp '(y) S 3. 由 4 有 上 确 界 性 质 ， 即 存在 zo e yp-!(y) 使 
得 

nzo0)= V plz)= (WY) =v(Y) < a 
zev-1(y) 

综 上 所 述 ，v 在 pe 上 的 限制 为 ka 到 va 的 满 同 态 映射 ， 证 毕 . 口 


2.4.14 例 设 5= 了 = 2 为 整数 加 法 半 群 ，f(s), f(s) 为 两 个 Fuzzy 子 半 群 ， 
这 里 (3), (5) 表示 3 和 5 生成 的 子 半 群 . va e [0,1], f(s) 和 f(s) 的 a- 截 集 是 同 
态 的 ， 即 f(s) 和 fs) 为 I - 型 同 态 ， 但 是 我 们 不 能 找到 S 到 T 的 满 同 态 p 使 得 
2(Fa)) = fs): 

2.4.15 定理 ” 设 S 和 了 为 半 群 ，y,v 分 别 为 S 和 了 的 Fuzzy 子 半 群 是 为 8 - 
型 同 态 . 又 设 4 有 上 确 界 性 质 . 则 和 vw 是 1 - 型 同 态 当 且 仅 当 存 在 从 S 到 了 的 
满 同 态 p 使 得 (ua) = va, Va € [0, 4. 
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证 必要 性 . 设 y,v 是 II 型 同 态 . 则 pe 和 va(Ya s [0,1) 同 态 . 特别 地 ， 取 
a=0 有 Hp=S 和 m= 了 同 态 , 设 同 态 映射 为 p. 下 面 只 要 证 明 p(ya) = we,va e 
{0, 下 反之 ， 如 果 存在 ae [0, 1] 使 得 p(ka) 关 vo. 存在 YE va, pan yp!(W) = 外 
另 一 方面 ， 因 为 4,v 为 工 型 同 态 ， 所 以 存在 同 态 映射 多 使 得 (4) = vw. 


xn)=V(Og0)= VY HAz)>a. 
zEv -1(y) 
由 上 有 上 确 界 性 质 ， 存 在 zs yp-!(y1) 使 得 AM(zo) = v(y1) > a, ze ja 和 
Hanp-!(m) = 和 0 矛盾. 故 p(ja) = va 
充分 性 . 假设 存在 S 到 了 的 满 同 态 映射 p 使 得 p(ya) = va,va e [0,1]. 下 面 证 
明 wl1) = 以. 任 取 yo eT, 设 v(yo) = ao. 因 为 (ua) = va, 由 (jao) = vao,yo evao 
存在 to e ja。 使 得 zo e yp-!(yo), 所 以 


V nz) > nlzo) > oo. 
TEp-i(yo) 
下 证 "(yo) = Vzee-Go) Atz) = MA)(yo), 否则 只 有 v(yo) < Vzep-i(wo) 4(7). 根据 假 
设 ，/ 在 3 中 有 上 确 界 性 质 , 存在 zi < 2-:(yo) 使 得 KM(zi) > (yo). 设 mm =p(z1). 
因为 (ua ) = vazi e pol 必 有 (zi) es va 即 yo Ee va, 因此 w=ao>a, 这 
和 MHzli) > v(yo) 矛盾 . 因此 v(yo) = P(u)(yo), 由 yo 选取 的 任意 性 ， 得 v = (1 
证 毕 . 口 
以 后 我 们 称 两 个 Fuzzy 半 群 之 间 的 工 型 同 态 为 同 态 . 


2.5 人 钳 入 定理 


设 (5,) 为 半 群 . 如 果 (S,<) 是 偏 序 集 , 旦 “<” 关 于 半 群 5 的 乘法 是 相 容 的 ， 
即 


(vz,a,b€E S$) a b= ra < rb,ar < br, 


称 (5,…, <) 是 偏 序 半 群 (partially ordered semigroup), 也 有 很 多 文献 直接 称 之 为 序 
半 群 (ordered semigroup). 这 里 为 了 以 后 叙述 方便 ， 我 们 引入 一 些 序 半 群 的 基本 概 
念 ， 详 细 请 参看 作者 的 另 一 本 著作 《 序 半 群 引 论 》 0291. 

设 (5S, <) 是 序 半 群 ,4 为 5 的 非 空 于 集 4 称 为 5 的 左 ( 右 ) 理想 , 如 果 

1) SAC A(AS C A); 

2)ae4S3b<a 僵 be4. 

如 果 4 既是 S 的 左 理想 又 是 S 的 右 理想 ， 称 4 为 S 的 理想 . 

5 的 子 半 群 F 称 为 5S 的 滤 子 (filter), 如 果 
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1) abeSabeF=>aeF,berF; 

2)aE€EF.S3b>a=berF. 

设 5S 序 半 群 包含 最 大 元 e, 称 5 为 poe- 半 群 . 5 的 元 素 0 称 为 3 的 零 元 , 如 果 
0<z 且 0z=z0=0vze35. 

设 (5S,…,<), (7T,o, <) 为 序 半 群 ，p : S 一 了 是 5 到 了 的 映射 . yp 称 为 保 
序 的 (isotone), 如 果 Zz,y € 5S,，z < y 全 p(T) < yp(y). yp 称 为 是 逆 保 序 的 (reverse 
isotone), 如 果 Zz.y € 5S, p(z) < p(y) = 工 <y. 显然 我 们 可 以 得 到 

2.5.1 练习 ”证 明 北 保 序 映 射 一 定 是 单 射 . 

以 上 ” 称 为 是 同 态 (homomorphism), 如 果 9 是 保 序 的 且 yp(zy) = w(z) . p(y)， 
Vz,y & 5. 9 称 为 同 构 , 如 果 wp 是 满 的 ， 逆 保 序 的 同 态 映 射 如 果 5S 和 了 之 间 存 在 
同 构 映 射 ， 称 S 和 了 同 构 ， 记 5 衬 7. 如 果 3 和 了 的 某 个 子 集 同 构 ， 即 存在 映射 
yp: 5 了 了 且 是 逆 保 序 同 态 称 5 可 以 嵌入 了 

设 AC 5, 以 下 记 (4]: = {te5|(3ae A4)t<a}. 本 节 我 们 讨论 序 半 群 中 的 
Fuzzy 子 集 的 合成 运算 和 序 半 群 的 嵌入 问题 . 

2.5.2 定理 ” 设 5 为 序 半 群 . 则 (F(S),o,<) 是 序 半 群 ,这 里 “0” 是 Fuzzy 集 
的 合成 运算 ，“<” 的 定义 见 定义 1.1.4, 进一步 地 ， 

(1) 如 果 5 为 么 半 群 ， 则 (F(S),o,<) 为 序 么 半 群 ; 

(2) (F(S),o&) 是 包含 零 元 的 poe- 半 群 ; 

(3) 5 可 以 典 入 (F(5),o,<) 中 . 

证 由 练习 2.1.4, 以 及 定义 1.1.4, 我 们 不 难得 出 (F(5),o,<) 是 序 半 群 且 

(1) 如 果 S 有 单位 元 e, 则 


(vr eS,f € F(S)) (eof)(z) = V (ex(z1) 人 f(z2)) 


工 1T2 一 工 


V QAylea))= AA f(z) 


er2=7 


= (foeA)(z). 


取 和 =1, (elej)(z)= (foe)(z) = f(z),Vz € S. 因 此 ei 为 F(S) 的 单位 元 

(2) 0 和 3 分 别 为 (F(S),o,<) 的 最 小 元 和 最 大 元 . 

(3) 作 映射 :3 一 F(5)1z 一 zhYzESAE(0lI 则 9 是 3 到 FS) 的 嵌 
入 映射 ,证 毕 . 口 

设 5 为 序 半 群 . F(S) 关于 乘法 运算 我 们 重新 定义 为 : * : F(S)xF(S)|(f,9) 一 
J*g, 这 里 J*g 定 义 S 到 [0,1 的 以 下 映射 : 


Vyzes,z<yz(f(y) 八 f(z))， 如 果 存 在 y,z 使 得 z < yz; 
Ne Se { " 0， 如 果 不 存在 y,z 使 得 > < yz. 
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则 我 们 类 似 于 定理 2.4.2 得 出 以 下 定理 : 

2.5.3 定理 ” 设 (S, ,<) 是 序 半 群 . 则 (F(S),*,<) 是 一 个 带 有 和 零 元 的 poe- 半 
群 且 S 可 同 构 氏 入 到 F(S) 中 去 . 

证 (D (F(S),*) 是 结合 的 . 设 z 不 可 表 为 形式 z < yz. 则 对 f,g,h € F(S)， 
TE€S,[(f 09)oh](z)= [fo(goh)](z)=0. 

设 存在 y,z € S, zx < yz. 则 


[(f 0 9) oh](z) = sup{(f og)(y) 人 h(z)} 


SR ( sup (f(w)Ag(v)) 入 h(z))， 如 果 存 在 4,v 使 得 y < wv; 
一 TYz YSuv 
0， 如 果 不 存在 u,v 使 得 y < uv . 


二 | supz<uvz(f(u) 人 gl(v) 信 h(z))， 如 果 存 在 wv,z 使 得 y < uvz; 
0, 如 果 不 存在 u,v,z 使 得 y < uvz. 
= fo(goh)(z). 


(2) (AF(5), <) 关于 “*” 是 相 容 的 . 设 /,9,h Ee F(5),f < 9, 则 hxh< gxh. 事实 
上 ， 当 不 存在 ze 5 使 得 2 < yz, 则 (f*h)(z) =0= (gx*h)(z). 如 果 存 在 y,zE 5 
使 得 > < yz, 则 


(f#h)(z) = V (f(y) Ah(z)) 


zyz 
< V (9g(y) Ah(z)) = (g*h)(z). 
Teyz 
因此 ， f*h < gx*h. 类 似 地 可 以 证 h*f <h*g. 
(3) 0 和 5 是 (F(S),*,<) 的 零 元 和 最 大 元 ， 因 此 (F(S),*,<) 是 poe- 半 群 . 
(4) 下 面 我 们 定义 映射 p : 5 一 F(S) | z 一 所 ,这 里 fi < F(S) 定义 如 下 : 


1， 如 果 y < zi 


fr: | 0, 否则 


A) 9 是 可 定义 的 . 设 妇 = yz, 则 (1) = 所 (yz). 事实 上 ， 如 果 z > 则 
产 (加 ) = 产 (pz) = 1, 否则 反 (y1) = f(y2) = 0, 所 以 fz 是 可 定义 的 . 如 果 zi = x2， 
显然 fz, = fz,. 

B) 2 是 同 态 映射 ， 首先 设 a,be Sa < b. 则 wp(a)= < f= wlb), 即 pw 是 
保 序 的 . 任 取 ye 5, 如 果 y < a, 则 y < b, 因此 fo(y) = fo(y) = 41. 如果 y Xa 
faly) ==0< fo(y). 所 以 不 论 什么 情况 均 有 fa(y) < fo(y). 
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其 次 p 是 保 运算 的 ， 即 p(ab) = p(a) * p(b), 也 即 fs = fo*f. 任 取 ye 3, 如 

果 y<ab, 则 fooly)=1, 而 
fax foly) = V (falo) A fald)) > foo) A folb) =1, 
ygcd 

只 有 foo(y) = fo*fo(y) = 二 1. 如 果 y ab, 则 fao(y)=0, 而 faxfo(y) = Vysea(fa(O 人 
fo(d)), 这 里 cx a 和 d 5 一定 有 一 个 成 立 ,否则 y< cd < ab 和 vy ab 矛盾 . 因 
此 ，fa* fo(y) = Vycea(fa(o) 人 fo(q)) =0. 综 上 所 述 ，fo* fo= fab 

C) ”是 道 保 序 的 . 设 a,be S 且 yp(a) < yp(b). 则 如 果 z < a, fo(z) =1< fo(z) 
得 f(z) = 1, 所 以 一 定 有 zsb. 取 z=a, 有 a<b. 

综合 上 述 各 款 ， 完 成 证 明 . 口 

在 以 上 讨论 的 嵌入 定理 中 ,如 果 序 半 群 (5,…, <) 中 的 序 关系 为 平凡 序 ， 我 们 可 
以 很 自然 地 得 到 一 般 半 群 的 嵌入 定理 . 


2.6 ” 序 半 群 与 Fuzzy 子 集 


本 节 我 们 除 引 入 序 半 群 的 Fuzzy 滤 子 之 外 ， 还 将 半 群 中 有 关 Fuzzy 集 的 结论 
引入 到 序 半 群 中 . 

2.6.1 定义 ” 设 (5,…,<) 是 序 半 群 。 5 的 Fuzzy 子 集 了 称 为 5 的 Fuzzy 左 理 
想 , 如 果 

1D) ry f(r) < fy); 

2) f(zy) > f(y), vr,y ES 

如 果 将 2) 换 成 f(zy)>f(z) 可 以 得 出 5 的 Fuzzy 右 理想 的 定义 . f 既是 Fuzzy 
左 理想 又 是 Fuzzy 右 理想 f 称 为 5 的 Fuzzy 理想 . 

2.6.2 引 理 设 4 为 3 序 半 群 的 非 空子 集 . 则 (4] 的 特征 函数 满足 : 


ZESzE&y 僵 Hai(z) > foaly). 


证 如果 Hai(y) = 0, 显然 fa](7) > f(aj(y), 否则 fiai(y) = 1 因此 ye (4. 
由 假设 z < y, 所 以 ze (4, 故 fiA(z) =1 不论 怎 样 ， 只 要 z 和 久 均 有 AI(z) > 
帮 4( 细 .证 毕 . 口 

2.6.3 定理 ” 设 4 为 序 半 群 S 的 非 空子 集 . 则 4 = (4] 当 且 仅 当 f4 满足 : 


TY ES,T SY fa(r) > fa(y). 


证 ”由 引 理 2.6.2, 必要 性 显然 . 反之 , 因为 4 C (4], 我 们 仅 证 (4] S 4. 设 
ze (4], 存 在 ye 4 使 得 z < y. 由 假设 ，f4(z) > fa(y) = 1. 因此 fa(z)=1, 即 
rE 4. 证 毕 . 口 


“42 半 群 的 模糊 理论 


滤 子 在 半 群 素 理想 的 刻画 中 起 到 非常 重要 的 作用 . 在 序 半 群 的 研究 中 , 我 们 将 
半 群 的 滤 子 拓 广 为 序 半 群 的 序 滤 子 (也 称 滤 子 ) 以 便 刻 画 序 半 群 的 素 理想 ， 下 面 在 
序 半 群 中 引入 Fuzzy 滤 子 的 概念 . 

2.6.4 定义 ” 设 (5,.,<) 为 序 半 群 。 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 称 为 Fuzzy 渡 子 ， 
如 果 

1) zy f(r) < f(y); 

2) f(zy) = f(z) A f(y),vr,y € 5. 

显然 Fuzzy 滤 子 了 也 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 

2.6.5 定理 ” 设 5 为 序 半 群 ，0 关 FC S. 则 下 为 5S 的 滤 子 当 目 仅 当 fr 为 5 
的 Fuzzy 滤 子 . 

证 必要 性 . 设 z,ye 5S,zx < y. 如果 z #4F 则 frp(z)=0< fr(y). 如 果 z€e 
由 下 为 滤 子 得 ye 已 所 以 fr(z) = fr(y) =1. 因 此 条 件 (1) 成 立 . 

为 验证 条 件 (2), 设 rz,y e 5S. 如 果 zy 只 已 则 z 天 下 或 了 天 已 因此 f(zy)= 
fi(z) 人 fi(y)=0. 设 zyeEF 则 TEF 且 ye 因此 fi(zy)= fi(z)Afr(y)=1. 

充分 性 . 设 fF 为 Fuzzy 滤 子 ，z,y ee F. 则 fr(zy)= fr(z) 人 fr(y)=1, 因 此 
zy € 已 即 已 为 子 半 群 . 另 一 方面 , 设 zyE F. 则 fr(z) 人 fr(y)=1, 因 此 zeF 且 


yerF. 
设 iEFS3y>7z, 由 rEF 忆 得 fF(z) =1. 因 为 z < vy, fr 为 Fuzzy 滤 子 得 
fr(z) < fr(y): 所 以 fr(y)=1, 即 ye FF 证 毕 . 口 


设 3 为 序 半 群 ，f e F(S). 儿 =1- 了 称 为 了 在 3 中 补 . 则 

2.6.6 练习 设 S 为 半 群 ，f < FF(S). 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) f(zy) = f(z) A f(y), vr,y € 5; 

(2) f'(zy) = f(z)V f(y), vr,y € 5. 

2.6.7 定理 设 (5,…,<) 为 序 半 群 ，f e F(5). 则 7 为 3 的 Fuzzy 滤 子 当 且 仅 
当 了 的 补 f' 为 Fuzzy 理想 且 满 足 : 


J (zy) = f(z)V f(y), Vz,y € 5. 


证 ”必要 性 . 设 zy e 5,z < y. 因为 了 为 Fuzzy 滤 子 ，f(z) < f(y). 因此 
f(z) =1 一 f(z) >1 一 f(y) = f(y). 任 取 z,ye 5, 因为 为 S 的 Fuzzy 滤 子 ,所 
以 f(zy) = f(z) f(y). 由 练习 2.6.6, f'(zy) = f(z)V f(y)- 

充分 性 . 设 z, ye 5,z < y. 因为 为 5 的 Fuzzy 理想 ， 所 以 f(z) 之 f(y) 祝 
f(z) < f(y). 又 了 满足 ， f(zy) = f(z)V f(y), 所 以 f(zy) = f(z) 人 f(y). 由 Fuzzy 
滤 子 的 定义 ， /为 5 的 Fuzzy 滤 子 . 证 毕 . 口 
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27 评 述 


本 章 的 内 容 一 方面 为 以 后 的 章节 提供 必要 的 基础 ， 另 一 方面 所 涉及 的 内 容 有 
自己 的 相对 独立 性 . 我们 可 以 从 以 下 几 个 方面 进一步 地 开展 研究 . 

(1) 如 同 在 第 1 章 我 们 提 到 ， 本 章 的 相关 结论 我 们 可 以 进一步 推广 到 完全 分 配 
格 上 ， 定义 LF- 子 半 群 ， 从 而 得 出 类 似 的 结论 ， 但 是 [0,1] 区 间 所 拥有 的 代数 性 质 
和 完全 分 配 格 的 代数 性 质 还 不 是 完全 一 致 的 ， 所 以 这 种 推广 是 有 意义 的 . 

(2) 在 Fuzzy 代数 的 构建 中 ， 埃 及 数学 家 K.A. Dib 在 1994 年 (Inform，Sci, 
80(1994), 253~282) 提出 Fuzzy 空间 的 概念 ， 它 比 我 们 通常 的 Fuzzy 集 的 概念 更 加 
广义 ,在 Fuzzy 空间 的 基础 上 进一步 引入 Fuzzy 空间 上 的 Fuzzy 卡 氏 积 、 Fuzzy 函 
数 、 Fuzzy 二 元 运算 ， 进 而 引入 Fuzzy 半 群 和 Fuzzy 群 .这 是 一 套 新 的 系统 ， 有 一 
系列 的 论文 开展 该 领域 的 研究 1 

(3) 和 Fuzzy 半 群 相关 的 研究 领域 ， 同 时 也 是 发 展 较 晚 的 还 有 Fuzzy 图 8, 由 
群 作用 到 群 作用 到 Fuzzy 子 集 ， 进 一 步 到 Fuzzy 5- 系 B93l. 

(4) 半 群 是 群 的 推广 ， 如 果 我 们 将 半 群 中 的 二 元 运算 换 为 n 元 运算 我 们 可 以 得 
到 带 有 n 元 运算 的 代数 系统 的 Fuzzy 特征 fo， 如果 将 Fuzzy 性 的 描述 换 为 直觉 
Fuzzy 性 ， 定 义 半 群 上 的 直觉 Fuzzy 子 半 群 ， 我 们 可 以 得 出 一 些 新 的 结论 . 
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本 章 试图 讲述 半 群 的 Fuzzy 理论 中 最 基本 的 概念 之 一 一 一 半 群 的 Fuzzy 理 
想 ， 内 容 包括 Fuzzy 理想 的 性 质 ， Fuzzy 理想 对 半 群 结构 的 影响 ， Fuzzy 理想 的 
生成 以 及 相关 的 介绍 了 一 类 特殊 的 Fuzzy 理想 一 一 正规 Fuzzy 理想 . 


3.1 Fuzzy 理想 


本 节 我 们 给 出 Fuzzy 理想 , 包括 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 ， Fuzzy 内 襄 理 想 ，Fuzzy 
双 理 想 等 的 定义 及 其 基本 性 质 . 
3.1.1 定义 ” 半 群 5 的 Fuzzy 子 集 f 称 为 5 的 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 ， 如 果 


(vz,y€ 5) f(zy) > f(y)(f(7)). 


如 果 f 既 为 5 的 Fuzzy 左 理想 又 为 S 的 Fuzzy 右 理 想 , 称 为 S 的 Fuzzy 理想 . 
3.1.2 定义 ” 半 群 5 的 Fuzzy 子 半 群 1 称 为 5 的 Fuzzy 内 桌 理 想 ， 如 果 
(vr,a,y € S$) f(ray) > f(a). 
3.1.3 定义 ” 半 群 5S 的 Fuzzy 子 半 群 f 称 为 5 的 Fuzzy 双 理 想 , 如 果 


(vr,y,2 € 5) f(zyz) > min{ f(z), f(z2)}. 


3.1.4 定理 ” 设 4 为 半 群 5 的 非 空子 集 ， ja 为 的 特征 函数 ， 则 

(1) 4 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 当 且 仅 当 fa 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 ; 

(2) 4 为 5 的 左 ( 右 ) 理想 当 且 仅 当 f4 为 5 的 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 ; 

(3) 4 为 5 的 理想 当 且 仅 当 ja 为 3 的 Fuzzy 理想 ; 

(4) 4 为 S 的 内 罕 理 想 当 且 仅 当 ja 为 5 的 Fuzzy 内 咎 理想 ; 

(5) 4 为 5 的 双 理 想 当 且 仅 当 f4 为 5 的 Fuzzy 双 理 想 . 

证 我 们 仅 证 (1) 和 (3), 其 他 留 给 读者 练习 . 

(1) 设 4 为 5 的 子 半 群 . 设 zx ea 且 闪 关 0 加 关 0, 只 有 入 =A=1 且 
ZYyE 4. 因 此 rzrye4, 且 zxo 如 = (zy)xue fa: 

反之 ,如 果 Ja 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 设 z,y e 4, 则 fa(zy) > min{fa(z), fa(y)} = 
1. 只 有 fa(zy) =1. 因 此 zye4. be 

(3) 设 4 为 5 的 内 察 理想 ， 任 取 r,a,y e 4. 如 果 ae 4, 则 zaye SASC 4. 
因此 fa(zay) = fa(Q). 如 果 a 4 4, 则 fa(zay) > 0= fa(a). 由 定理 2.1.6 及 定义 
3.1.2, f4 为 5 的 Fuzzy 内 个 理想 . 
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反之 , 设 f4 为 5 的 Fuzzy 内 豪 理想 ， 则 由 (1) 的 证 明 ，4 为 3 的 子 半 群 . 
对 yze SAS, 存在 z,y € S, a € 4 使 得 z = zay. 因为 a€ 4, 所 以 由 fa(zay) > 
fa(a) =1 得 fa(zay) =1, 从 而 zay e 4, 因此 545S S 4. 证 毕 . 口 

类 似 于 定理 3.1.4, 我 们 有 

3.1.5 定理 ” 设 5 为 序 半 群 ，0 尖 工 E 5. 则 工 为 的 左 理想 当 且 仅 当 产 为 8 
的 Fuzzy 理想 . 

证 必要 性 . 设 z,ye 5S,z < y. 如 果 y#L, 则 fz(y)=0, 因 此 fz(z) > fz(y). 
如 果 ye L, 因为 上 为 5 的 左 理 想 得 re 工 . 因此 万 (z) = fi(y)=1, 也 有 f(z) > 
fr(y). 

充分 性 . 设 ye LS 3 x < y. 因为 fi 是 5 的 Fuzzy 左 理想 且 x < y, 所 以 
fi(z) > fr(y) = 1. 因此 亡 (z) = 1 ze 工 . 

pt 3.1.4 的 结果 . 证 毕 . 口 

对 偶 地 ， 我 们 得 出 R 为 5 的 右 理想 当 且 仅 当 fr 为 3 的 Fuzzy 右 理 想 . 

3.1.6 练习 设 3 为 序 半 群 ，0 关 TGS S. 则 了 为 5S 的 理想 当 且 仅 当 f1 为 5 
的 Fuzzy 理想 . 

设 5 为 半 群 ，ae 5. 则 由 a 生成 的 左 理想 L(a) 、 右 理想 R(a) 、 理 想 (a) 、 
双 理 想 B(a) 、 内 诗 理 想 T(a) 分 别 为 


L(a) = SaU {a} = Sla, R(a) = a51， 
(a) = SaSU SaUaS Uf{a}, 
B(a) = aSau {a,a?}, I(a) = SaS U {a,a?}. 


设 5 为 半 群 , 如 果 对 S 中 任意 元 a, 存在 ze 5 使 得 a = aza, a 称 为 8 的 正则 
元 . 如 果 5 这 的 每 个 元 素 都 是 正则 的 ， S 称 为 正则 半 群 . 5S 称 为 左 舵 ( 右 舵 ) 的 
如 果 3 的 每 个 左 ( 右 ) 理想 为 5 的 右 ( 左 ) 理想 . 5 称 为 舵 的 ， 如果 5 是 左 舵 的 
和 右 舵 的 ， 进 一 步 地 我 们 有 

3.1.7 定义 ”5 称 为 Fuzzy 左 舵 (Fuzzy 右 舵 ) 的 ， 如 果 5 的 每 个 Fuzzy 左 ( 右 ) 
理想 为 5 的 Fuzzy 右 ( 左 ) 理想 . 3 称 为 Fuzzy 舵 的 ， 如 果 3 是 Fuzzy 左 舵 的 和 
Fuzzy 右 舵 的 . 

3.1.8 练习 ”证 明 每 个 左 ( 右 )Fuzzy 理想 (Fuzzy 理想 ) 是 Fuzzy 双 理 想 . 

3.1.9 定理 ” 设 5S 是 正则 半 群 。 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 

(1) 5 是 左 舵 的 ; 

(2) 5 是 Fuzzy 左 舵 的 . 

证 (1) 一 > (2). 设 feF(5) 为 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 任 取 a.be S. 因为 3 为 
左 舵 及 正则 的 ， 所 以 ae aSa 且 Sa 为 5 的 理想 ，ab e (aSa)b S (Sa)S S Sa, 存 
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在 ze3 使 得 ab = za. 由 假设 f(ab) = f(za) > f(a). 这 意味 着 / 也 为 5 的 Fuzzy 
右 理想 . 

(2) 一 (1). 设 5 是 Fuzzy 左 舵 的 ,4 为 5 的 左 理想 .由 定理 3.1.4, /4 是 5 
的 Fuzzy 左 理想 ,因此 ja 也 为 5 的 Fuzzy 右 理想 , 再 由 定理 3.1.4, 4 为 8 的 右 理 
想 . 证 毕 . 口 

对 偶 地 我 们 考虑 右 舵 的 情况 ， 进一步 地 ， 我 们 有 

3.1.10 练习 ”对 正则 半 群 S, S 是 舵 的 当 且 仅 当 3 是 Fuzzy 舵 的 . 

我 们 知道 ， 每 个 左 ( 右 ) 理想 一 定 是 双 理 想 . 进一步 地 ， 设 /Fe F(5) 为 8 的 
Fuzzy 左 理 想 ， 则 


(vz,y,z € 5) f(zyz) > f((zy)z) 2 f(2) > min{f(z), f(z2)}, 


因此 f 为 Fuzzy 双 理 想 ， 类似 地 可 得 每 个 Fuzzy 右 理想 也 是 Fuzzy 双 理想 ， 进 一 
步 地 ， 

3.1.11 定理 ” 设 5 为 正则 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 的 每 个 双 理 想 是 右 ( 左 ) 理想 ; 

(2) 5 的 每 个 双 理想 是 Fuzzy 右 ( 左 ) 理想 . 

证 () 一 (2). 设 / 为 8 的 Fuzzy 双 理想 ，abe S. aSa 为 3 的 双 理 
想 ， 由 假设 aSa 为 5 的 右 理想 ， 因 此 (aSa)S C aSa. 又 因为 8 是 正则 的 ， 所 以 
ab € (aSa)S C aSa, 即 存在 ze 5, 使 得 ab = aza. 


f(ab) = faza) > min{ f(a), f(a)} = f(a). 


所 以 f 为 3 的 Fuzzy 右 理想 . 

(2) 一 (1). 设 4 为 5 的 双 理 想 . 由 定理 3.1.4, fa 为 5 的 Fuzzy 双 理 想 . 根据 
假设 (2), f4 为 5 的 Fuzzy 右 ( 左 ) 理想 . 再 由 定理 3.1.4, 4 为 5 的 右 ( 左 ) 理想 . 
证 毕 . 口 

设 $ 为 正则 舵 半 群 ，4 为 5 的 双 理想 . 则 S4 C S(454) = S(45)4. 因为 48 
为 3 的 右 理 想 ， 所 以 AS 也 为 5 的 左 理想 ,从 而 S(4S)4S ASA C 4h, 即 SAC 4， 
S14= 4AUS54 Cc 454USAC5AC 4, 故 4 为 5 的 左 理想 .根据 定理 3.1.11, 我 
们 有 

3.1.12 推论 设 5 为 正则 舵 半 群 . 则 5 的 每 个 Fuzzy 双 理 想 是 Fuzzy 左 理 

3.1.13 定义 半 群 S 称 为 右 ( 左 ) 零 的 ， 如 果 (Vz,y€ S) zy=y (zy = z). 

3.1.14 定理 ” 设 5 为 正则 半 群 。 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 

(1) 5 的 客 等 元 集 E(S) 是 的 左 零 子 半 群 ; 

(2) 对 5 的 任意 Fuzzy 左 理想 ， 等 式 (Ye,ele B(S)) f(e) = f(ei) 成 立 . 
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证 (1) 一 (2). 设 (5) 为 左 零 子 半 群 则 
(ve,e1 € E(S)) ee1= eele = @1, 


因此 
fle) = flee1) > fle1) = fle1e) > fle). 


故 fle) = f(e1). 

(2) 一 (1). 设 (2) 成 立 ，e,el e E(S). 则 e 生成 的 左 理想 L(e) 的 特征 函数 
fzle) 为 5S 的 Fuzzy 左 理想 .因此 fi(e)(e) = fi(e)(e1) = 1, 则 el€L(e)= Se, 即 存 
在 zE 5 使 得 el = ze = zee= ele. 故 EE(5) 为 左 零 半 群 证 毕 . 口 

同 理 我 们 可 以 考虑 右 零 的 情况 ， 特 别 地 

3.1.15 推论 ” 设 5 为 带 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 为 左 零 半 群 ; 

(2) 对 5 的 任意 Fuzzy 左 理想 f, f(z) = f(y),vz,y € 5. 

3.1.16 定理 ” 设 5 为 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 为 群 ; 

(2) 3 的 任意 Fuzzy 双 理 想 是 常 值 函 数 . 

证 (1) = (2). 设 f 为 5 的 Fuzzy 双 理想 ， 则 


(vz,y€ 5) f(z)= f(y" (yz)) > f(y). 


由 z,y 的 任意 性 得 f(z) = f(y), 即 f 为 常 值 函 数 . 

(2) 一 (1). va € 5, Sa 为 5 的 左 理想 ， 所 以 Sa 也 为 5 的 双 理 想 ， Sa 的 特 
征 函数 /so 为 5 的 Fuzzy 双 理想 . 根据 假设 /se(z) = 1,Yzr e 5S. 因此 Sa = 5. 同 理 
可 证 aS = 5. 以 上 证 得 5 为 群 . 证 毕 . 口 

进一步 地 ， 我 们 有 

3.1.17 定理 设 5 为 正则 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 为 群 ; 

(2) 设 f 为 5S 的 Fuzzy 双 理 想 . 则 (vei,e € E(S)) f(ei) = f(e). 

证 (1) 一 (2). 由 定理 3.1.16, 设 f 为 5 的 Fuzzy 双 理想 . 则 f 为 常 值 函 
数 ， 因 此 (Yel,ee B(S)) fl(ei) = f(e). 

(2) 一 (1). 设 e,e1 e E(5). S 中 任意 一 个 元 素 > 生成 的 双 理 想 B(x) = 
ZSTU {rz}U{z?}. 由 于 5S 是 正则 的 ， 所 以 B(z) = zSz. 由 定理 3.1.4， fBp(z) 为 S 的 
Fuzzy 双 理 想 .因为 ee B(e), 所 以 fa(e)(e) = fa(e)(e1) = 1. 因此 el € B(e) = eSe, 
即 存在 ze 3 使 得 el = eze. 类 似 地 可 证 明 存在 ye 3 使 得 e = elyel. 综 上 所 得 ， 


el = ere = ezee 一 ele = el(elyel) = elyel = e. 
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这 证 明了 5S 有 了 唯一 的 知 等 元 va e 5, 存在 ze 5 使 得 a = azra. 因为 az, za 均 为 
赛 等 元 ， 所 以 az = za = e. 故 ae = a(za) =a = ea, 即 e 为 单位 元 ，z 为 a 的 道 . 
以 上 得 出 5 为 群 . 口 

3.1.18 练习 设 了 为 正则 半 群 5 的 Fuzzy 子 全 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) f 为 Fuzzy 理想 ; 

(2) f 为 Fuzzy 内 梨 理 想 . 


3.2 ”Fuzzy 理想 的 另 一 表示 


本 节 给 出 Fuzzy 理想 等 概念 的 另外 一 种 表述 形式 ， 如 同上 节 中 表述 一 个 半 群 
5 的 Fuzzy 子 半 群 f 为 fo f < f 一 样 ， 这 种 表述 非常 类 似 于 将 5 的 子 半 群 4 表 
述 为 4.4 S 4. 本 节 我 们 给 出 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 、 Fuzzy 双 理 想 、 Fuzzy 广义 双 
理想 等 的 等 价 表述 . 

下 面 我 们 也 用 3 表示 函数 : 5S(z) = 1,vz e [1,0]. 

3.2.1 定理 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 为 Fuzzy 左 理想 当 目 仅 当 Sof < /. 

证 设 / 为 5 的 Fuzzy 左 理想 . 任 取 ae 5, 如 果 5of(a)=0, 显 然 Sof(a) < 
f(a). 否则 a = zyz,ye 5. 


Sof(a) = sup(S(?) A f(y)) 
= sup f(y) < sup f(xy) 
a=zy a=zy 
= jf(o)， 


因此 Sof <f. 
反之 , 设 Sof <f 则 


(vz,y€ S$) f(ry) = f(a) > So f(a) 
= sup(S() Af(0)) > S(z) A f(y) = f(y). 


由 Puzzy 左 理想 的 定义 ， f 为 Fuzzy 左 理想 .证 毕 . 口 

类 似 地 ， 我 们 有 

3.2.2 定理 ”3 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 为 Fuzzy 右 理想 当 且 仅 当 foS< f.S 的 
一 个 子 集 f 为 Fuzzy 理想 当 目 仅 当 foS<f 且 Sof <f. 

3.2.3 定理 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 为 S 的 Fuzzy 双 理想 当量 仅 当 fof < f 
且 foSof <f 

证 设 f 为 5 的 Fuzzy 冯 理 想 . 则 /为 5 的 Fuzzy 了 于 半 群 ， 因此 fof<f. 
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又 设 ae 5, 如 果 fo5Sof(a)=0, 则 fo5Sof(a) < f(a). 否则 存在 z,y,p,9€ES 
使 得 a = zy,z = pgq. 因为 f 为 Fuzzy 双 理 想 ， 所 以 f(pqy) > f(p) 人 f(y). 因此 ， 


foSof(o) = Sup((f ° 5)(7) Af(y)) 
= Sup((sup (f(p) AS(q)) A f(y)) 
= sup sup(f(p) A S(q) A f(y)) 
zy=a pq=7 
= sup sup(f(p) 人 f(y)) 
zy=apq=z 
< sup sup f(pqy) = sup f(zy) 
zy=apg=z zy=a 
= f(o), 
故 foSof <f. 
反之 , 由 fof <f 及 定义 2.1.5, 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 根据 foSof</， 
(Vr,y,z€ 5) f(zyz) = f(a) > (f°o5o0f)(a) 
= sup((f ° S(b) Af(c)) 
> (fo5)(zy) A f(z) 
> f(z) A S(y) A f(z) = f(z) A f(y). 
因此 ，f 为 Fuzzy 双 理 想 . 证 毕 . 口 
类 似 于 上 定理 的 证 明 ， 我 们 有 
3.2.4 定理 半 群 5S 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 为 广义 Fuzzy 双 理想 当 且 仅 当 fo 
Sof <f. 
我 们 注意 到 每 个 Fuzzy 双 理 想 是 广义 Fuzzy 双 理 想 . 反之 结论 不 成 立 , 我 们 有 
反例 . 
3.2.5 例 设 5= {a,b,c,d}, 5S 上 的 乘法 表 如 下 : 


a te 4 
ala a aa 
bla a a a 
claab ra 
dla a bb 


设 f 为 5S 的 Fuzzy 于 集 上 是 f(a)=0.5, f(b) =0,f(c) =0.2,f(d) = 0. 则 了 为 广 
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义 Fuzzy 双 理 想 , 但 是 f 不 是 Fuzzy 双 理想 ， 因 为 f 不 是 Fuzzy 子 半 群 . 事实 上 ， 
f(e) = f(0) =0< min{f(o),f(0)} = 0.2. 


3.2.6 定理 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 /为 Fuzzy 内 豪 理想 当 且 仅 当 Sofo5 < 
了 且 foj < 上 

证 设 / 为 Fuzzy 子 集 上 且 为 Fuzzy 内 训 理 想 . 则 /为 Fuzzy 子 半 群 , 即 fof < /， 
且 对 任意 ae 5, 如 果 SofoS(a) =0, 则 5SofoS(a) < f(a). 否则 , 存在 p,q,7,weE5S 
使 得 a = pg, p= "rw. 


(Sofo5)(o) = sup((S。 f)(p) A 5(q)) 
= sup((sup (S(r) A f(w)) 
pg=a rw=p 


= sup sup f(w) 


pq=a rw=p 


区 f(w) < up: f(a) = f(a). 


因此 ，SofosS<f. 
反之 , 由 fof <f 得 f 为 5S 的 Fuzzy 子 半 群 又 设 z,y,ze5S, 记 zyz=a. 则 
由 假设 ， 


f(zyz) = f(a) > So foS(a) 
= Sup(,sup (S(") A f(w)) < S(z) A f(y) = f(y). 


由 Fuzzy 内 惠 理 想 的 定义 ， f 为 Fwzzy 内 自理 想 .证 毕 . 口 

3.2.7 注 一 个 半 群 的 Fuzzy 理想 一 定 是 Fuzzy 内 襄 理 想 ,但 是 Fuzzy 内 课 理 
想 一 般 情 况 下 不 一 定 为 Fuzzy 理想 . 作为 练习 , 读者 可 以 先 举例 说 明 半 群 的 内 京 理 
想 不 是 理想 ， 再 进一步 得 出 Fuzzy 内 车 理想 不 是 Fuzzy 理想 . 

本 节 最 后 我 们 讨论 一 下 Fuzzy 理想 的 常见 运算 . 

3.2.8 定理 设 5 为 半 群 ，4,B 为 3 的 非 空 子 集 . 则 4,B 的 特征 函数 f4 与 
f8 满足 : 

(1) fanN fe = JanBi 

(2) fao fa = fap; 

(3) fa U fp = fauBp. 

证 (1) 设 ae 4NB. 则 (fanfs)(a)=fa(a) 人 fe(a)=1. 如 果 a#g AnB, 则 
a A 或 ag B, 因 此 (fan fs)(a)= fa(a) 人 fe(a)=0. 故 fanfs= fana. 同 理 可 
证 (3) 成 立 . 
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(2) Yz e 5S, 如 果 ze 4B, 则 存在 ae 4,be B 使 得 xz = ob 
fao fp(z) = sup(fa(y) hfe(z)) 
yz= 
> fa(a) A fp(b)=1, 


因此 fae fa(z)=1. 

当 z# 4B 时 有 两 种 情况 : 

(i) x 可 以 表 为 5 中 的 两 个 元 素 之 积 ， 即 存在 yo,zo < S 使 得 x = yozo, 这 时 必 
有 v4 A 或 2¢B. 


fao fp(7) = Sup (faly) A fa(z)) 
> sup(1A0)=0. 
yz=z 


(ii) z 不 可 表 为 5 中 的 两 个 元 素 之 积 ， 这 时 必 有 /ae js(z) = 0. 综 上 所 述 得 出 
Jaoyjfp = f4B8. 证 毕 . 口 

3.2.9 定理 ” 设 5 为 半 群 ，f,g 为 5 的 Fuzzy 理想 , 则 fng 也 为 5 的 Fuzzy 
理想 . 

证 设 a,be 5S 且 f,g 均 为 S 的 Fuzzy 理想 . 则 


(f Ng)(ab) = f(ab) A g(ab) 
> max(f(a), f(b)) A max(g(a), g(b)) 
> f(a) A g(a), f(b) A g(b). 


因此 (fng)(ab) > max{(f ng)(a),(f mg)(b)}. 由 Fuzzy 理想 的 定义 得 出 fg 也 为 
的 Fuzzy 理想 . 口 

3.2.10 注 ”在 上 定理 中 ，f,g 可 以 换 成 Fuzzy 子 半 群 、Fuzzy 双 理 想 、Fuzzy 
内 察 理想 等 ， 我 们 也 可 以 得 出 类 似 的 结果 . 同 理 ， 也 可 以 讨论 /Ug 的 情形 ， 如果 
记 FT(5) 为 8S 上 的 Fuzzy 理想 集 ， 则 FI(S) 关于 上 面 的 “n” 和 “U” 运算 构成 一 
个 完备 分 配 格 . 

3.2.11 引 理 ” 设 3 为 半 群 ，f 为 5 的 Fuzzy 子 集 ，{fo}aer 为 3 的 Fuzzy 
子 集 焦 ， 则 

(Dfo (以 加)= f° fo; 

(2) fo 从 fo)S 站 fofa. 


证 (1) 股 re€S, 知 果 Z 不 能 表 为 5 中 的 两 个 元 素 之 积 ， 则 


fo(UA)ja= (Upzjana 


aeF 
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否则 


人 (U f))® = Vduown(U fa)6) 


yz=z aeT 


V (WV #0®) 


yz=z aeT 


V V UA f(z) 


GET yz=7 


= Voto)= (( Uf) ef)® 
Yom (UI) 
因此 ，fo( Jo) = fof 
人 ) 设 <e .如果 2 不 能 表 为 S 中 的 两 个 元 素 之 积 ， 则 
fo( MNf)w=0<( Nfof)®)=0. 
(QM%)e-< (Me)e 


aeT 


ll 


否则 
(人 Nn 1))® = 凡 (wx^( Nn A)O) 
SV (rn A a) 
< 人 (Vue ) fel®)) 
= AUeAO- (Cn of ) 
因此 fo( 站 fo) < 由 1e 大 .证 毕 0 


3.2.12 练习 (1) 设 5 为 半 群 ，f E F(S). 则 了 生成 的 Fuzzy 左 理想 为 了 (月 ): 
sup{f(zD) VV f(zn-) A f(zn) |zlza…zn 一 2 
(vr € 5) L(f)(z)= > 1 
f(z),z 不 可 表 为 S 中 多 于 两 个 元 素 之 积 . 
同 理 ，f 生成 S 的 Fuzzy 右 理想 R(f): 
sup{f(zD) A (f(z2) VV flzn)) | zizz…zn = 7}, 
(vre Ss) R(f)(z)= n>1; 
f(z), 不 可 表 为 3 中 多 于 两 个 元 素 之 积 . 
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(2) 证 明 
(U£) (Us)= U faofs. 
aer BEA aer,BEA 
3.2.13 定理 ” 设 f 为 半 群 5 的 Fuzzy 子 集 . 则 fUSof 为 3 的 Fuzzy 左 理 
想 . 
证 因为 
So(fUSof)C SofUSo(Sof) 
= SofU(SoS)of CSofUSof=5Sof 
SfuUsSof, 


所 以 fUSof 为 $S 的 Fuzzy 左 理想 .证 毕 . 口 

类 似 上 定理 ， 可 以 证 明 

3.2.14 练习 设 f 为 5S 的 Fuzzy 左 理想 则 fUfo5 为 5 的 Fuzzy 理想 

3.2.15 定理 ” 设 f 和 9g 为 的 Fuzzy 理想 . 则 fog (goh) 也 为 8 的 Fuzzy 理 

证 因为 So(f09g)=(Sof)ogCfog,(f0g)oS=fo(goS)Cfog, 所 以 
fo9 是 5 的 Fuzzy 左 理想 且 为 5 的 Fuzzy 右 理想 ， 即 为 8 的 Fuzzy 理想 . 证 毕 . 

口 

3.2.16 练习 ”在 定理 3.2.15 中 ，f,g 换 为 Fuzzy 双 理 想 ， Fuzzy 内 祥 理想 情 
况 如 何 ? 

我 们 在 定理 3.1.8 中 已 给 定 了 Fuzzy 子 半 群 与 5 的 子 半 群 之 间 的 关系 ， 这 是 
Fuzzy 系统 和 经 典 系统 之 间 的 桥梁 和 纽带 ， 很 多 Fuzzy 代数 系统 具有 该 特征 ， 例 如 

3.2.17 定理 设 f 为 5 的 Fuzzy 子 集 、 /为 Fuzzy 理想 当 且 仅 当 f 的 每 个 
入 截 集 f、 只 要 不 为 空 ， 均 为 5 的 理想 ， YAe [0, 1]. 

证 设 /为 5 的 Fuzzy 理想 . 由 于 jf(z) > 入 且 f(zy)> flz) > 入 得 zye 及 
同 理 可 以 得 出 yz e fh. 因此 fi 为 5 的 理想 . 

反之 , 设 及 为 的 理想 ， YA e [0,1]. 由 Fuzzy 集 的 分 解 定理 f = Uset, 中 AAA 
得 对 任意 取 定 的 z,y e 5, 设 f(t) =t, 则 tf.(z) = 二 因为 fi 为 5 的 理想 因此 由 
TEft 得 zy,yze ft. 因 此 


flzy) = V Ma(zy) =th(zy) =t= f(z). 
Xelo,1] 
同 理 ， 
foz) = V Ar) > tf(yz)=t= f(z). 


和 elo] 
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故 /为 5 的 Fuzzy 理想 . 证 毕 . 口 

本 节 的 最 后 我 们 讨论 另 一 类 Fuzzy 理想 的 表述 . 我 们 知道 , 一 个 半 群 5 的 非 空 
子 集 Q 称 为 拟 理想 , 如 果 QSnm SQ C Q. 这 个 概念 被 Kuroki 推广 到 Fuzzy 情况 . 

3.2.18 定义 ” 设 f 为 半 群 5S 的 Fuzzy 子 集 . f 称 为 Fuzzy 拟 理想 , 如 果 
foSNnsof ci. : 

容易 看 出 5 的 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 是 Fuzzy 拟 理想 . 

3.2.19 练习 (1) 证 明 一 个 半 群 5 的 Fuzzy 双 理 想 是 Fuzzy 拟 理 想 . 

(2) 举例 说 明 一 般 情况 Fuzzy 拟 理想 不 一 定 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 ， Fuzzy 拟 理 
想 也 不 一 定 为 Fuzzy 双 理 想 . 

3.2.20 定理 ” 设 8 为 半 群 5 的 非 空子 集 . 则 8 为 5 的 拟 理想 当 且 仅 当 fo 
为 5 的 Fuzzy 拟 理想 . 

证 设 @ 为 3 的 拟 理想 ，ae 5S. 如 果 ae 98, 则 


((f@o5)N(So fo))(a) >1= fo(a). 
假如 a # 8, 则 fo(a) =0. 假 设 ((feo5)n(So fo))(a) 关 0, 则 
sup lmin{ fo(p), 3(9)] = (feo $)(a) #0, 
且 
Sup lmin{ fo(q), S(p)}] = (50 fo)(a) #0, 


这 意味 着 存在 b,c,d,e € 5 使 得 a = bc = de 且 fa(b) = fa(e) 关 0, 只 有 fo(b) = 
fa(e) = 1. 因 此 a= bc= deeQ5n 5Q C8, 和 假设 矛盾 因此， 


((fe° $5)N (So fo))(a) =0= fa(a). 


综 上 所 得 ，(f@ 65)n(so fa) < fo. 
反之 , 假设 fo 是 5 的 Fuzzy 拟 理 想 ，a e QS SQ. 则 存在 s,t,b,ce 5 使 得 
a= bs=tc. 因 此 


(foe。5)(a) = {min{fo(p), S(q)}] 
> min{fo(b), S(s)} = 1. 
只 有 (fa。5)(a) =1. 同 理 可 证 (So fa)(a) = 1. 这 意味 着 
fala) > ((fao 5)N (So f0))(a) = min{(foo 5)(a), (So fo)(a)} =1. 


因此 ae Q. 以 上 证 得 8SNn seQ S Q. 证 毕 . 口 
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3.2.21 定理 ” 设 f,g 分 别 为 半 群 5S 的 Fuzzy 右 理想 和 Fuzzy 左 理想 . 则 f ng 
是 5 的 Fuzzy 拟 理想 . 
证 ((fmg)oS)Nn(So(fng)) Cc (fo5)Nn(Sog)S< fng. 证 毕 . 口 
3.2.22 定理 ” 设 f,g 半 群 5 的 两 个 Fuzzy 拟 理想 ， fo9 是 9 的 Fuzzy 双 理 
证 因为 了 是 $S 的 Fuzzy 拟 理想 ， 所 以 
foSof CSoSof CSof, foSof CfoSoSCfos. 
因此 foSof SSofNnfoScf, 且 


(fog)o(lfog9)= (fogof)ogS fo9g. 
(fog)oSo(fog)= (fo(go 8)of)ogE (fo(SoS8)of)og 
Cl(lfoSof)jogC fog. 
这 意味 着 /og 是 Fuzzy 双 理想 ， 证 毕 . 口 
3.2.23 定理 ” 设 f 半 群 5 的 Fuzzy 拟 理想 , ae S. 则 f(a") > flan+l),vn e N. 
证 因为 /是 5 的 Fuzzy 拟 理 想 所 以 任意 正 整 数 n， 
(foS)(a"t) = sup [min{f(z),S(y)}] 
anti=zy 
> min{f(a"), S(a)} = f(a"). 
类 似 地 ，(5o7)(a"™+?) > f(a"). 因此 f(a"+1) > (Sof)(a*+)n(fNS)(a"t!) = f(a"). 
证 毕 . 口 


3.3 ”Fuzzy 理想 的 生成 


本 节 讨论 给 定 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 了 在 5S 中 生成 的 Fuzzy 理想 的 表达 . 
对 此 ， 我 们 先 看 一 个 引 理 . 
3.3.1 引 理 设 3 为 半 群 ，f e F(5). 则 


(vr es) f(s) = sup {kl ze fi}(= sup{k | z € f}). 
证 设 a=supfk|ze 大 }, 对 任意 ce >0, 有 sup{k|ze fr} >a-e. 因 此 存 
在 te {k|ze 所 } 使 得 t>a-e. 因 为 ze fi, 得 f(z)>t, 所 以 f(z)>a-e. 由 e 


选取 的 任意 性 得 f(z) > a. 
另 一 方面 , 设 t= f(z). 则 ze fi, 这 时 te {kjze 扩 }, 且 


f(z)=t< sup{fk |z € fr} =a. 
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因此 由 上 两 个 方面 得 f(z) = sup{k | ze f},Yr e S. 证 毕 . 口 
根据 引 理 3.3.1, 我 们 得 本 节 主 要 结论 . 
3.3.2 定理 ” 设 fe F(S). 则 5 的 如 下 定义 的 Fuzzy 集 


(vr es) f°(z) = sup{k | z € (fi)} 


是 了 在 5 中 生成 的 Fuzzy 理想 (f), 这 里 (所) 是 由 所 在 S 中 生成 的 理想 . 

证 要 证 明 f* 是 Fuzzy 理想 (/), 我 们 从 以 下 几 个 方面 来 完成 . 

1) f S 广 .事实 上 , 对 任意 的 ze 5, 设 te {|ze 斥 }. 则 ze fi, 因此 ze (fi). 
这 样 我 人 有 te {k | ze (fx)}. 以 上 事实 列 涵 {k | ze 大 } C {k | ze (所)}. 由 引 理 
3.3.1 得 


(vz € 5) f(z) = sup{k |z € fk} < sup{k | z € (f1)} = f°(z). 
2) 人 是 5 的 Fuzzy 理想 .事实 上 , 任 取 te Imf*, 设 aa =t~, ne N, 这 
里 N 表示 正 整 数 集 .又 设 ze 扩 . 则 /*(z) > 十 即 
(vn€ N) sup{k | z € (jb >t>t— 2 = am。 
因此 存在 ie 全 |ze ( 扩 )} 使 得 kn > an, 故 fi, < fo 且 ze (fk,) 5 (fa,). 以 
上 证 得 z € NN (en) 成 立 . 
nE€) 
另 一 方面 , 设 ze N (fn). 则 (Yn e N) ose {k1ze (f)), 因 此 


t— 1 =on <sup{k |z (fi)} =7°(2), neN. 


由 n 诸 取 的 任意 性 ，t < /*(z) 成 立 . 因此 ze fr, 且 有 他 =en(fo,). 因为 5 
的 理想 灸 的 交还 是 S 理想 ， 由 定理 3.2.17, /* 是 5 的 Fuzzy 理想 . 

3) f* = (有 ). 设 9 是 5 的 Fuzzy 理想 且 f cg. 取 zeS. 如 果 f*(z) = 0 显然 
人 (9) < go) 如果 扩 () =t 关 0 由 双 ,ze 友 = 由 (fe,) 成 立 因此 


TE (fan)= fa,nSUSfa, USfa,SUfo,, neN. 


我 们 现在 考虑 下 列 情形 : 
A) 假设 re fo, 显然 g(z) > f(z) > an, ne N. 
B) 假设 re 大 .5, 则 存在 al e js,sie 5 使 得 > = aisl, 因此 


g(z) = g(a1s1) > g(al) > fla1) > an,n € N. 


C) 假设 re Sfa,, 类似 于 B), g(z) > an, me N 成 立 . 


第 3 章 ”Fuzzy 理想 .57 . 


D) 假设 re 5fa,5, 则 存在 bi & fa,, s1,s2 < 3 使 得 z = sib1is2. 因为 9 是 3 
的 Puzzy 理想 ， 因 此 


9g(z) > 9(b1) > f(b1) > an néeN. 


由 nn 是 NN 的 任意 数 得 g(x) >t= 广 (z), 即 f* Cg. 由 以 上 的 D), 2) 和 3), 证 毕 ， 口 
将 上 定理 作 适 当 的 调整 ， 可 得 
3.3.3 定理 ” 设 fe F(5). 则 5 的 如 下 定义 的 Fuzzy 集 


(vre 5) f°(r) = sup{k | x € (fr)r} 


是 了 在 3 中 生成 的 Fuzzy 左 理想 (1) , 这 里 (fi)L 是 由 fi 在 5S 中 生成 的 左 理想 . 
对 偶 地 ， 

(vz € 5) f°(z) = sup{k | z € (fr)r} 
是 了 在 3 中 生成 的 Fuzzy 右 理想 (f) ,这 里 (fi)r 是 由 fh 在 8 中 生成 的 右 理想 . 

为 了 搞 清 楚 双 理想 的 生成 问题 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

3.3.4 引 理 ” 半 群 5 的 Fuzzy 子 集 / 是 5 的 Fuzzy 双 理想 当 且 仅 当 对 任意 的 
和 Ae (0,1], 如 果 有关 0, 则 fh 是 5 的 双 理想 . 

证 设 / 是 5 的 Fuzzy 双 理想 ， 且 入 e (0,1]. 对 任意 的 zy € 户 ( 八 关 甸 ， 
f(z), f(y) > 入 且 f(zy) > min{f(z),f(y)} > 入 因此 zye 及, 即 扩 是 5 的 子 半 
群 . 进一步 地 , 设 Vz e 5, 因为 f(zzy) > min{f(z), f(y)} > 入, 因此 zzye 及 . 故 所 
是 5 的 双 理 想 . 

反之 ， 我 们 用 反 证 法 .假设 f 不 是 5 的 Fuzzy 双 理 想 ， 则 存在 zo,yo,zoe S 
使 得 


f(zozoyo) < min{f (zo0), f(yo)}, (0.1) 
或 存在 ro,yo e 5S 使 得 

f(zoyo) < min{ f(z0), f(yo)}. (0.2) 
我 们 分 开 来 讨论 以 上 两 种 情形 . 


A) 如 果 (0.1) 成 立 ， 定义 


so = min {$f (ror000) + (en)), Bf (oor00) + ft) 


则 Xo € (0,1] 且 0 < f(zoz0y0) < No < 1, f(zo) > Xo > 0, f(yo) > Xo > 0, 因此 
zo,yo e fro: 因为 jh 是 5 的 双 理想 ,所 以 zozoyo e fo. 故 f(zozoyo) > Xo. 矛盾 . 
B) 如 果 (0.2) 成 立 ， 定 义 


P= min {Beom) + Feo)), jeom+yeo， 
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则 Me (0,1] 且 0 < f(zoyo) < No < 1, f(zo) > Xo > 0, f(yo) > No > 0, 因此 
Zo,Vo e fro. 因为 A。 是 3 的 子 半 群 ， 所 以 zoyo <e fo 故 f(zoyo) > Xho. 矛盾 . 综 


上 1) 和 2), f 是 5 的 Fuzzy 双 理想 ， 证 毕 . 口 
由 引 理 3.3.1 以 及 定理 3.3.2, 我 们 仅 需 将 定理 的 陈述 和 证 明 过 程 作 适 当 的 调 
整 ， 可 得 


3.3.5 定理 ” 设 fe F(S). 则 5 的 如 下 定义 的 Fuzzy 集 
(vre 5) f°(r)= sup{k | z € (fi)B} 


是 了 在 3 中 生成 的 Fuzzy 双 理想 (f) , 这 里 (fi)s 是 由 fi 在 S 中 生成 的 双 理 想 . 
3.3.6 推论 。 设 f=z、eF(S)( 和 关 0). 则 5 的 Fuzzy 子 集 f 在 S 中 生成 的 
Fuzzy 理想 (1) 是 


和 ， 如 果 y € (z)， 


s = 
(vw es) (f(y) { 0， 如 果 y ¢ (7z)， 


这 里 (7) 是 z 在 5S 中 生成 的 主 理想 . 

证 ”由 定理 3.3.2, (f)(y) = sup{k | ze (及 )},vy e 3S. 现 分 以 下 两 种 情形 来 讨 
论 : 

A) 如 果 y < (z), 则 ye (fs),0 < 上 < 入 事实 上 , 设 0<k< 和 入 则 f= 
{2 17(z) = zx(z) >k}= {z}, 因 此 ye (z) = (fi). 如 果 上 > 入 ,显然 f= 0. 因此 


(MW = sup{k | ke (fe)} = sup{k |0<k<A=A. 


B) 如 果 y¥ (z), 则 (1)(y) = 0. 事实 上 ， 如 果 (了 )(y) 关 0, 则 存在 te (0,1] 使 得 
VE (fi)- 因为 f 头 0, 由 A),t < 入 ,因此 所 = {z}. 故 ye (fi)=(z). 矛 盾 . 证 毕 . 
口 
类 似 于 推论 3.5.6, 我 们 有 
3.3.7 推论 设 /=zeFSIA 关 0). 则 3 的 Fuzzy 子 集 广 在 5 中 生成 的 
Fuzzy 左 ( 右 ， 双 ) 理想 是 


和 A， 如 果 ye (z)z， 
0， 如 果 y ¢ (z)z. 


和 如 果 y € (z)R， 
0， 如 果 y (Zz)R. 


和 ， 如 果 ye (z)B， 
0， 如 果 y ¢ (z)B. 


(vy € 5) (fz(y) = { 


(Da(y) = { 


wa-{ 
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证 ”证明 类 似 于 推论 3.3.6, 略 去 . 口 
我 们 可 以 通过 直接 计算 得 出 由 一 个 Fuzzy 点 生成 的 Fuzzy 理想 . 
3.3.8 定理 ” 设 /=oaxeF(S)( 和 0). 则 以 下 各 款 成 立 : 

入 zxE€SaS; 
(1) (Wr € 8) (Soaxos)tz) = { a 
(2) 对 任意 的 含 于 5 的 Fuzzy 点 ax 和 b,, as o by = (ab)xAn . 
(3) (aoA) =axUaxoSUSoaAUSoaxo5. 
(4) (a EC Soa\oSs. 
(5) 对 任意 的 入 > 0, bE Soaso5 当 上 且 仅 当 be SaS, p< 入. 
(6) 对 任意 的 NA > 0, bsoas = a ob 当 且 仅 当 ba = ab. 
证 我 们 仅 证 明 (4) 和 (5), 其 他 款 的 证 明 读者 可 作为 练习 . 
(4). 根据 (2)， 


(aoA)3= (AUaxoeSUSoaxUSoaxoeS)2o(a). 


因为 
(aoA)2 = (QAUaxoSUSoaAUSoaxo5) 
olaQAUaxoSUSoaxUSoaxo5) 
CE So(la\Ua\oSUSoa\USoa\o5) 
CSoa\USoa\oS. 
所 以 


(a CE (Soa\USoa\oS)o(aUasoSUSoa USoao5) 
C (SoaUSoa oS)oS 
CSoa\oS. 
(5). 根据 (1), 如 果 b, € Soa、o 5, 则 (Soa、o5)(b) > by(b) = p> 0, 因 此 
be SaS 且 (Soaso5)(b) = 入 >k. 反 包含 是 显然 的 . 证 毕 . 口 
3.3.9 练习 设 f,g 是 5 的 Fuzzy 子 集 ，Z, Ef,Vys Eg. 则 以 下 各 款 成 立 : 
1) 设 f,g 是 5S 的 Fuzzy 右 理想 . 则 


(zr)o(y) CfogUSofog. 
2) 设 f,g 是 5S 的 Fuzzy 左 理想 则 


(zr)o(ys) SE fogUfogoS. 
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设 =zA( 和 A 关 0). 以 下 5 的 Fuzzy 理想 (7) 称 为 5 的 Fuzzy 主 理想 . 我 们 知 
道 8 的 每 个 理想 是 它 的 主 理想 的 并 ， 相 似 地 ， 半 群 S 的 Fuzzy 理想 也 有 类 似 的 结 
论 . 
3.3.10 定理 ” 设 5 为 半 群 . 则 3 的 每 个 Fuzzy 理想 是 8 的 一 些 Fuzzy 主 理 
想 的 并 . 
证 设 f 是 5S 的 Fuzzy 理想 . 则 了 = dU eye 事实 上 ,由 推论 3.3.6, 对 
zeadpp 


任意 ye 8 如果 (天 0. 则 
(U eolo=- U ww U ya 


rEsuppf VE(z),zEsuppf vyE(z),zEsuppf 


如 果 z 头 y, 则 存在 a1,02,b1 和 bo €e 5S 使 得 y= zai, 或 y= a2z, 或 y=bizbz. 对 
于 任何 一 种 情形 ， 因 为 f 为 5 的 Fuzzy 理想 ， 所 以 f(y) > f(z). 因此 ， 


U (rw)y) = U 1)=/f0%). 
rEsuppf vyE(z),zEsuppf 
如 果 f(y) = 0, 则 对 任意 ze suppf,y 只 (2). 否则 ， 如果 ye (z), 则 f(y) > f(z), 因 
此 f(y) 头 0. 矛盾 .以 上 证 明了 


f= UY (zre)G =0. 
rEsuppf 
证 毕 . 口 
下 面 我 们 来 讨论 么 半 群 上 的 Fuzzy 理想 生成 问题 . 
3.3.11 定理 设 feF(S1). 则 5! 中 由 了 生成 的 Fuzzy 理想 (为 


(Va € 5) (f)(o) = sup f(z2), 


这 里 ri, zz,zs € 51. 

证 设 a = ziz2zza(z1,72,73 € 51) 且 人 = f(z2). 则 ze 反 , 这 样 a = 
T17273 € (及 ). 因此 f(z2) € {k | ae (fi)}. 由 定理 3.3.2， 

(Pa) = sup{k | a € (fi)} > sop f(z). 
Qa=T172T3,71,72,73ES! 
另 一 方面 , 设 ts {k | ae (所)}. 则 a € (所 ) 且 存 在 z1,za < Slz? e /使 得 
a = T17273. 因为 zz € fi, 所 以 f(z2) >t. 故 
sup{k | a € (f:)} < sup f(z2)- 


Qa=z17273,71,72,73€S! 
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证 毕 . 口 
类 似 于 定理 3.3.11, 我 们 可 以 得 出 么 半 群 S! 上 Fuzzy 集 f 生成 的 Fuzzy 左 
( 右 ) 理想 分 别 为 


(vae 5) (f)r(a) = Sup a fl) (1)a(a) = sup ,f(z1). 


0=7172,71,72€ Qa=7T172,71,72€S: 


3.3.12 定理 ” 设 fe Ff(5!) 且 5! 是 正则 的 . 则 5! 的 Fuzzy 子 集 / 生成 的 
Fuzzy 双 理 想 (f)s 为 


(f)a(a) = sup min{ f(z1), f(z3)}, 


Qa=z17273,71,72,73€ 


这 里 a€E S 且 zi,zz,zsE 91. 
证 设 4a=zizzzs,z1,72,73€ 5S! 且 设 k=min{f(z1), f(z3)}. 则 zi1,23 € fr 
因此 a = z1z2zx3 € (fk)B, min{f(z1), f(z3)} € {k | ae (内)a}. 由 定理 3.3.5， 


(ks)a(a) = sup{k | ae (fr)B} > sup， stminfy(za), f(zs)}. 


a=zlzaz3aizliz2zsE 
反之 , 设 te {k|ae (ft)s}. 则 
a€ (fa= fiUfeUfS f= fu fslf. 


因为 SY 是 正则 的 ， 所 以 fi C fiS1f. 因此 a € (fi)s = fi51f, 且 存在 x1,73 € 
入 za € S51 使 得 a = z1z273. 因为 z1,z3 € fi, 所 以 f(z1),f(za) > t, 以 上 推出 
min{f(z1), f(z3)} > t. 因此 


(fr)p(a) = sup{k | a € (fr)a} < Sp, ee min{ f(z1), f(z2)}. 


a=T17273,71,72,73€, 


证 毕 . 口 


3.4 正规 Fuzzy 理想 


本 节 引 入 了 半 群 的 正规 左 ( 右 ) 模糊 理想 的 概念 ， 讨 论 这 类 模糊 理想 的 性 质 . 
本 节 总 设 5 是 一 个 具有 0 元 的 半 群 . 
设 / 为 3 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 那 么 (0) > p(z),Yz e 5. 我 们 有 


Sn = {rE€S|p(7) = p(0)} 


是 3 的 左 ( 右 ) 理想 ， 因 为 5 = pto). 不 过 ， 一 般 情况 下 ，x(0) 不 一 定 等 于 1. 所 
以 我 们 有 以 下 的 定义 : 
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3.4.1 定义 ”5 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 称 为 正规 的 ， 如 果 p(0) = 1. 
不 难看 出 ,， 设 了 为 5 的 左 理想 ， 那 么 fi 为 5 的 模糊 正规 左 理想 上 且 Sy, = 工 
3.4.2 定理 ” 设 / 和 wv 为 5 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 那么 Sem 5S, SG Sunv. 
证 设 zeSenSv, 那 么 
(nz)j(z)=Az)nzx(z)=AOnz(0) = (nz)(0). 
因此 ，ze Sunv. 故 Su nS, S Sunv. 证 毕 . 口 
一 般 情况 下 ， 我 们 没有 Sunv S Su mn Sv. 我 们 有 下 面 反例 说 明 . 
3.4.3 例 设 3 为 半 群 , 取 y=0. 


1, z=0; 
"9-{ 0, z#0. 


那么 jv 均 为 3 的 模糊 理想 ， 且 5,, = 5S, 5, = {0}. 那么 我 们 有 Sn Sv = {0}, 但 
是 Sunv= Su = 5. 

进一步 地 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

3.4.4 定理 ” 设 y,v 为 5 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 那 么 Sem 5, = Sunv. 

证 由 定理 3.4.1, 我 们 只 要 证 明 Sunv S Su n S. 事实 上 ，vYz e Sunv， 


(xnm(z)= (nz)(0) = p(0) Nv(0) = 1 


因此 ， Hz) = v(z) = 1= py(0) = (0), 即 ze Sn 5s,. 证 毕 . 口 
通过 数学 归纳 法 ， 我 们 不 难 证 明 
3.4.5 推论 ” 设 {ji}ier 为 5 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 仿 ， 那 么 


(5 = Sn ,.: 


iel ‘er 
3.4.6 定理 ” 设 / 为 3 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 我 们 定义 y+ 如 下 : 
(Vz € 5) pt(z)= p(7) + 1 p(0). 


那么 y+ 为 5 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 旦 包含 几 
证 设 Yzr,ye 5, 那么 
Ht (zy) = (zy) +1— p(0) 
> p(T) A p(y) +1— p(0) 
= (p(z) +1—p(0)) A (p(y) + 1— p(0)) 
= pt (7) Mp (y). 


第 3 章 ”Fuzzy 理想 “63 


又 因为 


Ar (zy) = p(y) +1— 4p(0) 
> p(y) +1—p(0) (p(z) +1— x(0)) 
= pt(y) (pt (7)), 


所 以 ，kt+ 为 S 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 且 A+(0) = jp(0)+1 一 p(0)=1， 
pz) < pt(z) +1—p(0) = pt(z) ， 


即 < pt. 证 毕 . 口 
由 定理 3.4.1 我 们 有 
3.4.7 推论 设 / 为 3 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 如 果 对 ze 5,p+(z) = 0, 那么 
HA(z) = 0. 
3.4.8 定理 ” 设 py,v 为 5 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 如果 p<v 且 HA(0) = wv(0), 那 
么 SCS,. 

证 vz e S,, 则 plz) = p(0) = v(0). 又 p(z) < v(z) < v(0), 因此 v(z) = 
v(0) = p(z), 故 ze 5 证 毕 . 口 
3.4.9 推论 设 上 "为 3 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 , 目 < v, 则 5S, < 5S,. 
3.4.10 定理 ” 设 / 为 3 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ，/ 为 正规 的 当 且 仅 当 p+ = 
证 充分 性 是 显然 的 . 反之 ， 设 /为 正规 的 ， 那 么 y(0) = 1. 由 p+ 的 定义 ， 


(vr € 8) p+(z)=p(7) +1— 1(0) = p(z), 


因此 p+ = 证 毕 . 0 
3.4.11 推论 设 / 为 3 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 那么 (p+1)+ = jt. 
3.4.12 推论 设 / 为 3 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 那么 (4+)+ = 几 
3.4.13 定理 ” 设 / 为 3 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 如 果 存在 一 个 模糊 左 ( 右 ) 理想 
v 使 得 v+ < jy, 则 /为 正规 的 . 


证 因为 v+ < jp 所 以 v+(0)=1< yp(0), 因此，p(0) =1. 证 毕 . 口 
3.4.14 推论 ” 设 /为 非 正规 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 则 /不 包含 任何 正规 模糊 
左 ( 右 ) 理想 . 


3.4.15 注 ”我 们 容易 看 出 ， 设 {ji;}iel 为 5 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 焦 ， 那 么 
Nn 及 Un 均 为 S 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 . 设 为 5 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 包 
i€ i€ 
含 & 的 最 小 的 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 我 们 记 为 *, 一 般 情 况 下 ，y* 闫 y+. 事实 上 
A 为 


Po r=0; 
(Vres) p ©-{ plz), z#0. 
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3.4.16 定理 ” 设 4 为 5 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ，L=[0,1. 又 设 f 为 L 到 上 上 
的 单调 增 函 数 . 我们 定义 S 的 模糊 子 集 jj 
Ar(z) = f(u(7)) Yr es. 
那么 上 r 也 为 S 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 . 
证 vr,yes, 
Ls (Ty) = flp(zy)) > flp(z) A p(y)) 
= f(p(z)) A f(u(y)) 
= ps(2) A ps(y), 
pfs(TYy) = f(p(zy)) > flp(y)) (fp(z))) 
= ps(y) (np (7)). 
口 
3.4.17 注 “在 定理 3.4.10 中 ， 如 果 f(u(0) = 1, 那么 nr 为 正规 模糊 左 ( 右 ) 
理想 .特别 地 ， 如 果 f(z) > z,Vz e 工 . 那么 US jy. 
3.4.18 定理 设 4 不 为 常 值 函 数 且 为 5 的 极 大 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 (关于 正 
规模 糊 左 ( 右 ) 理想 集 的 包含 关系 ), 那么 Imy = {0, 1}. 
证 注意 到 (0) = 1. 设 存在 ce 5 使 得 y(a) 关 1, 我 们 可 以 证 明 nu(a) = 0. 事 
实 上 ， 如 果 0 < y(a) < 1, 我 们 定义 一 个 模糊 子 集 
(Vz € 8) vs) = ju(z)+Ha)) 
那么 
vzy) = 3(k(zg)+Hta) 


> ve Ap(W) + A 人 
-Go + p(a) A (3(u(y) + pa) 
(WD) Av(y). 


(p(zy) + p(a)) 

(u(y) + p(a)) (5 3 + po) 

(y) (v(z)). 

所 以 v 为 S 的 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 
vt(z) = p(z) +1— p(0) 


=v 
1 
vey) = 3 
1 


> 
vl 


上 加 
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显然 v+(0) = 1 > vt(a) = (pla) + 1)， 所 以 x+ 为 5 的 非常 什 本 数目 为 8 的 正规 
模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 因 为 


v0) = Bao) +1) > wa)， 


所 以 /不 为 5 的 极 大 正规 模糊 左 ( 右 ) 理想 ， 矛盾 . 证 毕 . 
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本 章 讨论 半 群 的 Fuzzy 理论 中 Fuzzy 素 理想 、 Fuzzy 完全 理想 、 Fuzzy 弱 素 
理想 、 Fuzzy 拟 素 理想 和 Fuzzy 轮 拟 素 理 想 等 的 性 质 及 其 相互 关系 . 


4.1 ”Fuzzy 素 理想 


4.1.1 定义 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 理想 f 称 为 Fuzzy 素 理想 , 如 果 对 5 的 任 
两 个 Fuzzy 理想 g,h,goh Cc f 蕴涵 gC f 或 hc f.5S 的 一 个 Fuzzy 理想 f 称 为 
是 Fuzzy 不 可 约 的 ， 如果 有 3 的 两 个 Fuzzy 理想 g,h 使 得 f=gnh, 则 f=g 或 
f=h. 

我 们 容易 知道 任何 非 真 的 Fuzzy 子 集 f (J 是 常数 ) 是 5 的 Fuzzy 素 理想 ， 设 
f 是 5S 的 Fuzzy 子 集 ， 显然 f = Uo 设 4 是 3 非 空子 集 ， 和 e (0,1]. 定义 fa 

QAE 
为 5 的 Fuzzy 子 集 ， 
A 7TE4i 


Afalz) -{ i 


和 fta) 事实 上 就 是 5 的 Fuzzy 点 a 

下 面 的 引 理 不 难 证 明 ， 可 作为 练习 . 

4.1.2 引 理 设 4 是 3 的 非 空子 集 ， 则 对 任意 Ae (0,1], 下 列 各 款 成 立 : 

(1) Mfa o Afa = MfaB; 

(2) Afa NAfa = AJanBi 

(3) Xfa = Ua; 

acA4 

(4) SeAJa = Mfsa; 

(5) 如 果 4 是 5 的 理想 ( 左 理想 ， 右 理想 ), 则 和 fa 是 5 的 Fuzzy 理想 (Fuzzy 
左 理想 ， Fuzzy 右 理想 ). 

本 节 以 下 用 已 表示 5 的 非常 值 函 数 的 Fuzzy 素 理想 . 

4.1.3 定理 ”假设 是 半 群 5 的 理想 ， 则 I 是 S 的 素 理想 当 且 仅 当 f/ 是 5S 
的 Fuzzy 素 理想 . 

证 设 [ 是 3 的 理想 . 则 fi 是 5 的 Fuzzy 理想 . 设 上 和 9 是 3 的 Fuzzy 理 
想 且 fog < fi. 如 果 f 8 fi, 则 存在 Fuzzy 点 zx e f( 和 >0) 使 得 zx 所. 对 任意 


第 4 章 Fuzzy 素 理 想 及 其 扩张 站/ 得 


的 yweg(p 关 0), 因 为 (zs)o(y)Sfogcf1 且 


和 AAA> 0， ze(z)(y); 


(vz € 5) (zs)o (yp)(z) = { 0, 否则 . 


所 以 (x)(y) S I. 根据 假设 得 出 (z) S 了 或 (y) S 7 又 因为 zx gf1, 所 以 z 9 了 
(z) £7. 因此 (y) C7, 这 意味 着 ye f1. 故 g= yr Sf: 


反之 , 设 4 和 B 是 5 的 理想 和 且 4B cI. 网 ff 是 5 的 Ruzzy 理 起 且 
J4of8 三 faB fi. 由 假设 ASG 广 或 JaG 广 因此 4S7 或 也 GZ 证 毕 ， 口 

4.1.4 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 已 是 5 的 Fuzzy 素 理想 ， 则 |Im(P)| = 2. 

证 因为 P 是 5 的 非常 值 Fuzzy 素 理想 , 所 以 |Im(P)| > 2. 假设 |Im(P)| > 3. 
则 存在 z,y 和 > e 5S 使 得 P(x), P(y) 和 P(z) 互 不 相同 .不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 
P(z) < Pl(y) < P(z). 设 7,te (0,1) 使 得 P(xz)<r<P(y)<t<P(z). 则 


rAt=7r, ve (z)(y); 


(vu € 5) (zr) o (y)(u) = { 0 否则 


如 果 ue (z)(y), 则 存在 s1, s2, s3 和 s4 e S! 使 得 4 = sizs2s3ysa. 因此 ， 
Pl(u) > Pl(sirs2s3yss) > max{P(z), P(y)} = P(y) > 7. 


这 样 (z) o (yt) SP 成立， 由 此 推出 (zr) E 已 或 (w) S 已 , 譬如 说 (zr) SG 已， 
P(z) > (zr)(z) = 7, 矛盾 . 

4.1.5 定理 ” 设 5 为 半 群 . 如 果 尸 是 3 的 Fuzzy 素 理想 ， 则 存在 zo e 5 全 
得 Pl(zo)=1. 

证 ”由 定理 4.1.4, |In(P)| = 2， 如 果 对 任意 ze S,P(z) < 1, 则 Im(P) = 
{ts},t < s <1. 因此 存在 z,ye S 和 me (0,1] 使 得 P(z)=t<s=Ply)<m<1. 
设 妇 ,ta € (0,1) 使 得 t < < s < 刀 < m. 类 似 于 定理 4.1.4 的 证 明 ， 我 们 有 
(zu)o (ys) S 已 因为 已 是 S 的 Fuzzy 素 理 想 所 以 (za)ESEP 或 (%)E 忆 即 
P(z) > 或 P(y) >t2. 矛 盾 . 证 毕 . 口 

4.1.6 定理 ” 设 5 为 半 群 . 如 果 书 是 3 的 Fuzzy 素 理想 , 则 已 的 每 个 非 空 的 
水 平 截 集 P(t € (0,1]) 是 5 的 素 理想 . 

证 对 任意 te (0,1], Ri 是 5 的 理想 . 假设 T 和 J 是 5 的 理想 使 得 IJ c P， 
且 设 A4=tfi 和 B= tfj. 则 由 引 理 4.1.2, 4 和 B 是 5 的 Fuzzy 理想 进一步 
地 ，A4oBC P. 事实 上 ， 对 任意 的 re 5S, 如 果 4。B(z) = 0, 则 结论 显然 ， 如果 
Ao B(z) 关 0, 则 存在 yo,zo €E 5S 使 得 z = yozo 和 A(yo) 人 B(zo) 关 0. 因此 yo el 
zo EJ 这 样 zE IJ CP, 即 P(z)>t. 故 AoB(z)= V (A(y)^B(z)) <t< P(z), 

和 
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即 A4oBC P. 因 为 P 是 5 的 Fuzzy 率 理 想 所 以 A4CP 或 BC P, 璧 如 说 4C P， 
则 对 任意 ze 1, 4(z) =t< P(z). 因此 了 TC PP. 证 毕 . 口 
根据 定理 4.1.5 和 定理 4.1.6, 可 得 出 
4.1.7 推论 ” 设 5 为 半 群 .如 果 书 是 S 的 Fuzzy 素 理 想 ， 则 Pi 是 5 的 素 理 
4.1.8 注 ”定理 4.1.6 的 道 一 般 是 不 成 立 的 . 例如 , 设 了 是 5 的 素 理 想 ， 且 设 


& rel; 
ra- 人 rgl, 


这 里 0<t<1. 则 P 是 5 的 Fuzzy 理想 . 对 任意 te (0,1], 如 果 PP. 关 0, 则 P= 17， 
它 是 5 的 素 理想 . 但 是 P 不 是 5S 的 Fuzzy 素 理想 ， 因 为 P = 0. 
下 面 我 们 给 出 5 的 Fuzzy 素 理想 的 刻画 . 
4.1.9 定理 设 5 为 半 群 ，P 是 5 的 Fuzzy 了 于 集 则 已 是 $ 的 Fuzzy 素 理 
想 当 且 仅 当 P 满足 下 列 条 件 : 
(1) lIm(P)| = 2; 
(2) Pi 关 0, 且 Pi 是 5 的 素 理想 . 
证 设 P 是 5 的 Fuzzy 素 理 想 . 根据 以 上 定理 4.1.4, 4.1.5, 4.1.6 和 推论 4.1.7， 
(1) 和 (2) 成立 . 
反之 , 假设 Im(P) = {t,1} (t< 1). 则 
(1) P 是 5 的 Fuzzy 理想 .事实 上 ， 
a) 如 果 z,y € Pi, 则 P(zy) =1= P(z) = P(y); 
b) 如 果 z,y g PP, 则 P(z) = P(y) = 也 因此 P(zy) > max{P(z), P(y)}; 
0) 如果 z gPi,ye Pi, 则 zyeP 和 P(zy)=1= max{P(z),P(Y))}; 
由 如 果 ze 叫 ,买书 , 则 类 似 于 7), 仍然 有 P(zy) = 1 = max{P(z)), P(y)}. 
(2) 卫 是 Fuzzy 素 的 . 事实 上 , 设 / 和 9 是 S 的 Fuzzy 理想 使 得 fog C P. 如 果 
f LP 且 g&P, 则 存在 z,ye 5S 使 得 f(z) > Plz) 且 9g(y) > P(y). 因此 zy ggP， 
由 此 推出 zSy 和 忆 . 否则 ， (Sz5)(SyS) C 已, 根据 条 件 (2) 得 出 SzS E 或 
SyS CP, 壁 如 说 S75 C 记 , 则 (7z)? C PP, 因此 ze (z)€ Pi, 矛盾 . 
因为 zSy 9 P, 所 以 存在 se 5 使 得 zsy ge 已 . 设 a= zsy 则 Pla) = Plz) = 
P(y) = 上 因此 fog(a) > f(z)Ag(sy) > f(z)Ag(y) >t= P(a). 这 和 事实 fogCP 


矛盾 . 证 毕 . 口 
4.1.10 定理 设 P 是 5 的 Fuzzy 素 理想 则 存在 5 的 真 的 Fuzzy 素 理想 Q 
使 得 Pc Q. 


证 设 P 是 5 的 Fuzzy 素 理想 .根据 定理 4.1.5, 存在 元 素 zo e 5 使 得 
P(z0)=1, 且 ImP= {a,1}, 这 里 a<1. 
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设 @ 是 35 的 Fuzzy 于 集 ， 定 义 如 下 : 
(Wz es) Q(r) = PC + 


容易 看 出 8 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 征 |Im(Q)| = 2. 

另 一 方面 ， 因 为 Qi hy Qi 是 5S 的 素 理 想 . 由 定理 4.1.9, 8 是 5 的 Fuzzy 
素 理想 因为 1 > Q(z) = 3(P(z)+1) > P(z), 所 以 Pc 9. 证 毕 . 口 

下 面 的 定理 是 我 们 期 望 的 . 

4.1.11 定理 设 5 为 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) f 是 5 的 Fuzzy 素 理想 ; 

(2) 对 任意 zr,ys e 5, 如 果 zro5Soys Cf, 则 zr ef, 或 ys ef; 

(3) 对 任意 zr,ys€ 5, 如 果 (zr)o (ys) Sf, 则 zr ef 或 ys ef; 

(4) 如 果 g 和 是 S 的 Fuzzy 右 理想 使 得 gohCf, 则 gC f 或 hc ff; 

(5) 如 果 g 和 4h 是 5 的 Fuzzy 左 理想 使 得 goh Cf, 则 gCf, 或 hc Ff; 

(6) 如 果 9 是 5 的 Fuzzy 右 理想 ，h 是 3 的 Fuzzy 左 理想 使 得 goh C f, 则 
9Sf 或 hCf 

证 (1) 一 (2). 对 任意 zr,ys€ 3, 如果 zroSoys C f, 则 (Sozro5)o(Soys05) SC 
5o(zro5Soys)oSCf. 因 为 Soz.oS 和 Soy,o5 是 5 的 Fuzzy 素 理想 ， 所 以 
SozroSCf 或 5oysoSCf. 和 璧 如 说 Soz,oSef, 则 (zr)?CSoz.oSCf. 因 
为 了 是 Fuzzy 素 的 ， 所 以 ezr € (zr) SG 了. 

(2) 一 (3). 设 (zr)。(ys) S 太 根据 定理 3.3.8, 我 人 有 

ZroSoy C zro(ys UysoSUSoYys USoy,oS) 
S (zr)o(y) Ef. 

由 (2), zr Ef 或 ys Ef. 

(3) = (4). a hh 是 5 的 Fuzzy 右 理想 使 得 goh Cf. 如 果 g 5 f, 则 存在 
Zz E 5 使 得 g(z) f(z), 因 此 zo(z) ##f. 对 任意 ys Eh, (zo(s))o(ys) S gohUSogohC 
fUSof Cf. 和 因此 h= 汕 ys Ef. 

类 似 于 (3) => (4), 我 们 可 以 证 明 ( (9): = ‘5). 另 (5) 盖 (> 一 (0 和 (6) 盖 (D) 
显然 . 

(3) 一 (6). 设 g 是 5 的 Puzzy 右 理想 且 h 是 5 的 Fuzzy 左 理想 使 得 goh CC f. 
如 果 g Z f, 则 存在 一 个 Fuzzy 点 z+ Eh 使 得 z+ #4 f. 对 任意 ye h， 

(zr)o(ys) = (zrUSorr Uz oSUSor oS8)o(y) 
S (gUSog)o(ys UysoSUSoys USoyo5) 
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C (guUSog)o(hUhos) 
CygohUgohoSUSogohUSogohoS. 


因为 goh 5 f, 所 以 (zr)o (ys) Cf 因此 由 假设 ys e f, 故 h= Uv er 证 毕 . 
ye . 
4.1.12 练习 设 9 是 半 群 .如果 / 是 5 的 Fuzzy 素 理想 ， 证 明 f(zy) = 
f(yz), Vz,y E 5S, 且 对 任意 IT,y,z,tE 55, 下列 (1) 和 (2) 成立: 
() f(z) = f(y), (2) = f(t) = f(r2) = f(y); 
(2) f(z) < f(y), f(z) < f(t) = f(rz) < f(yt). 


4.2 ”Fuzzy 弱 素 理想 


本 节 我 们 讨论 Fuzzy 弱 素 理想 、 Fuzzy 完全 素 理 想 和 Fuzzy 弱 完 全 素 理想 及 
其 相互 关系 . 

4.2.1 定义 ”5 的 一 个 Fuzzy 理想 已 称 为 5S 的 Fuzzy 弱 素 理想 ， 如 果 对 S 的 
任意 的 A4 和 B, 和 Ae (0,1], 和 faoMp CP MaCcPorMs CP. 

4.2.2 定理 ” 设 5 为 半 群 , P 为 5 的 Fuzzy 理想 , 则 已 为 $ 的 Fuzzy 弱 素 理 
想 当 且 仅 当 R(t > 0) 是 5 的 素 理 想 ， 只 要 PP 六 9. 

证 设 4 和 B 是 5 的 理想 . 对 任意 te (0,1], 如 果 ABCP, 则 tfas<P 即 
tfaotfB =tfasE 已 因为 已 是 3 的 Fuzzy 弱 素 理想 ， 所 以 tfa CP 或 tfp CP 
辟 如 说 tfaC P, 则 ACP. 

反之 , 设 4, B 为 3 的 理想 , 使 得 和 faoXfs CP( 和 >0), 即 和 fapCP 则 
AB S 只. 因为 是 5S 的 素 理 想 ， 所 以 A C 忆 或 BC 成 , 艾 如 A4C 成, 则 
和 fa ES P. 证 毕 . 口 

4.2.3 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 已 为 5 的 Fuzzy 理想 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

(D 已 为 3 的 Fuzzy 弱 素 理想 ; 

(2) 对 任意 zr,yr ES (r >0), 如 果 zroSoy, CP 则 zreP 或 yeP; 

(3) 对 任意 zr,yr e S(r > 0), 如果 (zr)o(yr)E 已 则 ze 忆 或 zeP; 

(4) 如 果 4 ,B 是 5 的 右 理想 使 得 和 fao 和 fs Cc P, 则 和 faCP 或 Afs CP; 

(5) 如 果 4,B 是 S 的 左 理想 使 得 fao 和 fp C P, 则 和 Afa CP 或 Afp CP; 

(6) 如 果 4 是 5 的 右 理想 ，B 是 5 的 左 理想 使 得 和 fao 和 fs CPP 则 AfaCP 
或 Afp CP. 

证 (1) 二 (2). 设 P 是 5 的 Fuzzy 弱 素 理想 .对 任意 zr,y, e S(r > 0), 如 
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果 zroSoyrS 已 则 


rfszrsorfsys = (SozroS)o(Soyo5) 
SSo(zroSoyr)oSSSoPo5SESP 


因此 Soz,oSCP 或 Soy,oSCP 敬 如 Sor.oSCP, 则 (zr)3CSozr.oSCP. 
因为 已 是 Fuzzy 弱 素 的 ，(zr) =7f(z) 5 P. 因 此 zr€ (zr)SP. 

(2) 二 > (3)， 如果 对 任意 zr,y, € Sr > 0), (zr)o(y:) CP. 则 zroSoy,C 
(zr)o (yr) 5 P. 因此 z. EP 或 yeP. 

(3) 一 (4). 设 4 ,B 都 是 5 的 右 理想 . 则 和 fa 和 和 fs 是 的 Fuzzy 右 理想 ， 如 
果 和 fao 和 fs 5 P(vA >0), 且 和 fa YP, 则 存在 ze 4, 使 得 zx、g P. 对 任意 ye 已， 
根据 假设 


(za) o (ys) = Mflz) o 8Mfy) 
= Mf(z)(y) S AJaBus4B 
= AfaBp UMfsaB 
= (Mfao Me)U(SoMaoMp) EP. 
因为 z、# PP (z,) YP 所 以 (ww) CP. 因 此 Xfp= U(w)EP 
yy 


EB 
(4) = (1), (5) =3 (1) 和 (6) = (1) 是 显然 的 ， (3) > (5) 类 似 于 (3) = (4) 的 
证 明 . 
(3) 一 (6). 设 4 是 5 的 右 理想 且 B 是 5 的 左 理想 . 如 果 faoAfe C P(X>0) 
且 和 /a & P, 则 存在 ze 4A 使 得 zg P. 对 任意 ve B, 因 为 


(TA) o (ya) = Aflz)(y) S Mf(AusA)(BUBS) 
= AfABUSABUABSUSABS 
= (Mfao MB)USo (Mao MfB) 
Ufao Mp)oSUSo(NaoNs)oS CP, 


且 (zs) ¥ P, 所 以 (ww) SP 故 和 fp = U2) S 已 相似 地 ， 我 们 能 证 明 如 果 
区 


和 fp YP, 则 和 fa CP 成 立 . 证 毕 . 口 
4.2.4 定 义 3 的 一 个 Fuzzy 理想 已 称 为 Fuzzy 完全 素 理想 , 如 果 对 任意 两 个 
Fuzzy 点 zy ES(VA,p4E (0,1]), zsoyn EP 推出 zsePP 或 yeP. 
4.2.5 定义 3 的 一 个 Fuzzy 理想 已 称 为 Fuzzy 弱 完 全 素 理 想 , 如 果 对 任意 两 
个 Fuzzy 点 za,ys ES(YAE (0,1]), zoyX EP 推出 zs,eP 或 EP 
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4.2.6 定理 设 5 为 半 群 ， 忆 为 S 的 Fuzzy 子 集 . PP 是 Fuzzy 完全 素 理想 
当 且 仅 当 对 5 的 任意 的 Fuzzy 子 集 上 和 9 ,fogGEP=ASP 或 9SE 书 

证 假设 1 和 9g 是 S 的 Fuzzy 子 集 且 fog Cc P 如 果 了 & 已 则 存在 
Zs E 使 得 z、4 P. 因为 fog= UU zxey 所 以 对 任意 加 < g, 我 们 有 


TAEf ynEg 


zxo efogS 忆 因此 加 seP. 故 9= Uy = 9EP. 
Ea 


反之 显然 . 证 毕 . 口 

4.2.7 定理 ” 设 5 为 半 群 。 5 的 Fuzzy 理想 已 是 Fuzzy 弱 完全 素 的 当 且 仅 当 
(Vx,y € 5) P(zy) = max{P(z), P(y)}. 

证 因为 P 是 5 的 Fuzzy 理想 所 以 (vz,y € S) P(xy) > max{P(z),P(y)}. 
另 一 方面 ， 如果 P(zy) > max{P(z), P(y)}, 则 存在 t € (0,1] 使 得 P(zy) > t > 
max{P(z), P(y)}. 对 任意 的 z,ye 5S, zioy = (zy): EP 但 zi #4P 且 yqgP 蔬 
盾 . 因此 (vz,y € S) P(zy) = max{P(z), P(y)}. 

反之 ， 假 设 任意 两 个 Fuzzy 点 zx 办 € S(YAe (0,1]), zh oy = (zy)E 书 如 
果 zh,yh 均 不 在 尸 中 则 入 > P(z)A > P(y) 一 入 > max{P(z), P(y)} = P(zy). 又 
因为 (zy)A e P, 所 以 入 < P(zy). 矛盾 . 因此 zxE 书 或 WE 已 证 毕 . 口 

4.2.8 定理 设 S 为 半 群 。 5 的 Fuzzy 理想 已 是 Fuzzy 弱 完 全 素 的 当 且 仅 当 
如 果 忆 关 0, RR(0 <t < 1) 是 5 的 完全 素 理想 . 

证 设 z,ye5S 使 得 zy e Pi. 则 P(zy)=max{P(z),P(y)} >t, 即 P(x)>t 
或 P(y) >t. 因 此 ze 或 yeP. 

反之 , 设 P(zy) =t,z,y € 5. 则 zy € Pi. 因为 PR 是 5 的 完全 素 理 想 ， 所 以 
ZE Rh 或 ye PR, 即 P(z)>t 或 P(y)>t 因 此 P(zy) < max{P(z),P(y)}. 由 假设 
和 定理 4.2.7, P(zy) = max{P(z), P(y)}. 故 已 是 Fuzzy 弱 完 全 素 的 . 口 

根据 定理 4.2.7, 4.2.8 和 定义 4.2.2, 我 们 有 

4.2.9 定理 设 3 为 半 群 ， 已 是 3 的 Fuzzy 理想 ， 则 下 列 各 款 成 立 ， 

(1) 如 果 尸 是 $ 的 Fuzzy 完全 素 理想 则 PP 是 5 的 Fuzzy 素 理想 和 Fuzzy 弱 
完全 素 理 想 ; 

(2) 如 果 己 是 $ 的 Fuzzy 素 理想 ， 则 已 是 8 的 Fuzzy 弱 素 理想 ; 

(3) 如 果 PP 是 5 的 弱 完全 素 理想 ， 则 P 是 5 的 Fuzzy 弱 素 理想 . 

根据 定理 4.2.8 和 定理 4.1.3, 我 们 有 下 列 结论 . 

4.2.10 定理 设 3 为 半 群 ，7 是 5S 的 素 理 想 . 则 方 是 S 的 Fuzzy 弱 素 理 


4.2.11 定理 ” 设 5 为 交换 半 群 , P 为 5 的 Fuzzy 理想 ， 则 
(1) 也是 5 的 Fuzzy 完全 素 理想 当 且 仅 当 已 是 5 的 Fuzzy 素 理想 ; 
(2) 已 是 5 的 Fuzzy 弱 完全 素 理想 当 且 仅 当 已 是 5 的 Fuzzy 弱 素 理想 . 
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证 (1) 设 P 是 5 的 Fuzzy 素 理想 且 ax, 如 e 5S. 如 果 axobre 已 ,因为 3 是 
可 换 的 ， 所 以 
(ax)o() = (CAUSoaxUaxoSuU5Soaxo5) 
olo USobsUbroSUSob,oS) 
S (aoAUSoaxjo( 如 USob) 
CasobiUSoa\ob, EP. 


由 此 推出 a、 e (aoA) CP 或 be€ (by) SCP. 故 P 是 5 的 Fuzzy 完全 素 理想 . 
根据 定理 4.2.9, (1) 的 逆 是 显然 的 ， (2) 的 证 明 完全 类 似 于 (1). 证 毕 . 口 
4.2.12 注 ”尽管 5 的 Fuzzy 弱 素 理想 和 Fuzzy 弱 完 全 素 理想 能 被 它们 的 水 平 
截 集 来 刻画 ， 但 是 5S 的 Fuzzy 素 理想 和 Fuzzy 完全 素 理想 并 没有 类 似 的 结果 ， 因 
此 一 般 情况 下 定理 (2) 和 (3) 的 逆 并 不 成 立 . 


4.3 Euzzy 半 素 性 


半 群 5 的 一 个 非 空子 集 4 称 为 半 素 的 ， 如果 a € 5,a? e 4 全 ae4.5 的 一 
个 Fuzzy 子 集 f 称 为 Fuzzy 完全 半 素 的， 如 果 f(a) > f(a?),Ya e 5S. 下 面 的 结论 
说 明 Fuzzy 完全 半 素 性 是 半 素 性 的 扩张 . 

4.3.1 定理 ” 设 4 为 半 群 5 的 非 空子 集 ， 则 下 列 各 款 等 价 ， 

(1) 4 是 半 素 的 ; 

(2) 4 的 特征 函数 fa 是 Fuzzy 完全 半 素 的 . 

证 (D 一 (2). 设 ae 3. 如 果 aze 4, 则 由 假设 ae 4, 因 此 fa(a) = fa(a2) = 
1. 如 果 a? #4, 则 fa(a) > 0= fa(a?). 因此 对 任意 的 元 素 ce 5, f(a) > f(a?). 


因此 f(a?) = 0, 只 有 a? #4 4. 矛盾 . 因此 ae 4. 口 

我 们 可 以 容易 得 到 以 下 的 推论 . 

4.3.2 推论 ” 设 f 为 半 群 5 的 Fuzzy 于 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) f 是 Fuzzy 完全 半 素 的 ; 

(2) (va € $) f(a) = f(a’). 

我 们 可 以 给 出 完全 半 素 子 半 群 的 Fuzzy 点 刻画 . 

4.3.3 定理 ” 设 f 为 半 群 5 的 非 空 Fuzzy 子 集 ， f 是 Fuzzy 完全 半 素 的 当 上 且 
仅 当 (a?)s e fae S,AE(0,1]=>a ef. 

证 设 f 为 半 群 S 的 非 空 Fuzzy 子 集 目 f 是 Fuzzy 完全 半 素 的 . 设 a€ 5， 
则 f(a) > f(a?). 如 果 (a?)、€ jae 5S, 和 A& (0,4, 则 f(a?) > 入 因此 f(a)> 入 即 
a\ Ef. 
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反之 , 由 假设 a € 5S, f(a) < f(a?). 则 (a?)y(az) € f, 因 此 (a)y(o2) Ef = fla2) < 
f(a). 矛盾 ， 证 毕 . 口 

4.3.4 定理 ” 设 /为 半 群 5 的 非 空 Fuzzy 子 集 . /了 是 Fuzzy 完全 半 素 的 当 且 
仅 当 对 任意 的 Fuzzy 子 集 9, 9 E 了 一 9E 了 了 

证 ”类似 于 定理 4.2.6 的 证 明 ， 略 . 口 

4.3.5 定理 ” 设 S 为 半 群 . 5 的 一 个 Fuzzy 理想 f 是 Fuzzy 完全 素 理想 当 且 
仅 当 f 是 Fuzzy 完全 半 素 理想 且 是 Fuzzy 素 的 . 

证 设 / 是 5 的 Fuzzy 完全 素 理 想 ， 当然 f 是 Fuzzy 素 的 和 Fuzzy 完全 半 素 
的 . 

反之 , 假设 f 是 Fuzzy 完全 半 素 和 Fuzzy 素 的 , 设 a、ob,e f. 则 


(BhoSoas)? = (boSoa)o (bsoSoa,) 
=b,oSoa\ob,oSoa 


CSoa\oboSCSofoSCf. 


因为 了 是 Fuzzy 完全 半 素 的 ， 则 根据 定理 4.3.4, b,。5S oa、 5 f. 因此 (Sob,o8)o 
(Soa\o5)C So(b,oSoa\)oSCf. 因 为 SoaXoS 和 Sob,oS 是 5 的 Fuzzy 理 
想 ， 所 以 SoasoS Cf 或 SoboS CJ. 和 链 如 5oa、oS Cf. 根 据 定理 3.3.8(3)， 
(aCSoasoSCf. 因 此 (ax)? Cf 或 (my) 

如 果 (as) 5 f, 则 as e (ax) E f. 如 果 (a、)? S f, 因 为 f 是 Fuzzy 素 的 ， 则 
(as) 5 f. 因此 ae f. 证 毕 . 口 
一 个 半 群 S 称 为 是 阿 基 米 德 (Archimedean) 的 ,如 果 (Yya,be 5) (3n < N) an Ee 
SbS. . 

4.3.6 定理 设 半 群 $ 是 阿 基 米 德 的 则 3 的 每 个 Fuzzy 完全 半 素 理想 是 常 
数 . 

证 设 / 是 5 的 Fuzzy 完全 半 素 理想 ，a,be 5S. 因 为 S 是 阿 基 米 德 的 ,存在 
ne N,z,y € 5 使 得 a" = zby. 因此 f(a) = f(a") = f(zby) > f(b). 类似 地 ,我 们 可 
以 证 明 f(8) > f(a). 因此 f(a) = f(4). 证 毕 . 口 

4.3.7 推论 ” 设 半 群 5 是 阿 基 米 德 的 ， 则 5 不 包含 真 的 半 素 理想 . 

下 面 我 们 讨论 半 群 的 Fuzzy 半 素 理想 . 

4.3.8 定义 ” 半 群 5 的 一 个 非常 数 的 Fuzzy 子 集 是 Fuzzy 半 素 的 ， 如 果 对 8 
的 任意 Fuzzy 理想 g,g? E 了 全 9S 了 了 

4.3.9 定理 5S 的 一 个 Fuzzy 理想 f 是 Fuzzy 半 素 的 当 目 仅 当 f(a) = inf f(aSa)， 
vae3. 

证 假设 f(a) = inf f(aSa),Ya e 5, 如 果 对 5 的 任意 Fuzzy 理想 g, 92 Cf, 但 
是 gf 则 存在 ae 5 使 得 f(a) < g(a). 因 为 f(a) = inf f(aSa), 所 以 存在 te 5 使 
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得 f(ata) < g(a). 由 经 GE 户 g(a) > g(ata) > gog(ata) = supzy=ata min{g(z), g(y)} > 
min{g(at),g(a)} = 9(o). 矛盾 . 

反之 ， 假 设 f(a) 关 inf f(aSa),va e 5. 因为 f 是 Fuzzy 理想 ， 所 以 f(a) < 
inf f(aSa). 设 inf f(aSa) = m. 定义 S 的 一 个 新 的 Fuzzy 子 集 h:h(z) = m,z e Sa5, 
h(z) = 0,z 4 SaS. 则 hh 是 5 的 Fuzzy 理想 ,下 面 证 明 h? C f. 事实 上 ,假设 
hoh(z) =n, 则 n= supy:-z min{h(y),h(z)}. 这 意味 着 存在 u,v€ Sa5 使 得 wv = z. 
设 u= sat,v = pag. 则 f(z) = f(uv) = f(satpag) > f(atpa) > inf f(aSa) = n= 
有 2(z). 因此 C f. 由 假设 hC f. 进 一 步 地 ,我 们 定义 5 的 另 一 个 新 的 Fuzzy 于 集 g : 
h(z) = myze SlaS!, h(z) = 0,z ¢ SlaS!1, 则 g 是 5S 的 Fuzzy 理想 .下 面 证 明 %4 C f. 
事实 上 , 假设 ze SYaS1, 则 g*(z) = m = supzizozszs min{g(71), 9(722), 9(23), 9(24)}. 
由 9 的 定义 只 有 zi zz,zs,z4 € 9Sla51. 设 zl = soato,za = slati, zs = szata,z4 = 
s3ats, si,ti € S(i = 0,1,2,3). 因此 z = soatoslatlszatassata € Sa5, 故 hz) = mm. 从 
而 gs Sh f. 由 假设 g5 f, 但 是 m=g(a) < f(a) 和 f(a)<m 蔬 盾 . 证 毕 ， 口 

4.3.10 推论 ”假设 5 半 群 ，f 是 S 的 Fuzzy 理想 . 如果 f 是 Fuzzy 完全 半 
来 的 ， 则 f 是 Fuzzy 半 素 的 . 

证 对 任意 ae 5, f(a) = f(a?) = f(a4). 因为 at e SaS, 所 以 inf f(aSa) < 
fa) = f(a). 又 f 是 5 的 Fuzzy 理想 所 以 f(aSa) > f(a). 故 f(aSa)= f(a). 证 
毕 . 口 

4.3.11 练习 ”假设 3 是 可 换 半 群 ， 是 9 的 Fuzzy 理想 ， 则 f 是 Fuzzy 完 
全 半 素 的 当 且 仅 当 f 是 Fuzzy 半 素 的 . 

4.3.12 练习 (1) 假设 S 是 半 群 ， 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 如 果 了 是 Fuzzy 完 
全 半 素 的 ， 则 max{f(a), f(b)} = inf flaSal,va,be 5. 

(2) 假设 8 是 可 换 半 群 ， 则 f 是 Fuzzy 完全 半 素 的 当 且 仅 当 max{f(a), f(b)} = 
inf f(aSa),va,be Ss. 

4.3.13 定理 ”假设 S 是 半 群 .如 果 f 是 5 的 Fuzzy 素 理 想 , 则 max{f(a), f(b)} = 
inf f(aSa), va,b € 5. 

证 假设 存在 a,be 5 使 得 max{f(a), f(b)} 产 inf f(aSa). 因 为 1 是 5 的 Fuzzy 
素 理想 ， 所 以 max{f(a), f(b)} < inf f(aSa). 设 inf f(aSa) =m. 定义 5 的 两 个 新 的 
Fuzzy 子 集 g,h : g(z)(h(z)) = m,z € SaS(SbS), g(x)(h(z)) = 0,z ¢ SaS(SbS), 则 
9,h 是 5 的 Fuzzy 理想 进一步 地 ，goh Cf 事实 上 ，goh(z) es {m,0},vz € 5, 
且 goh(z) =m 当 上 且 仅 当 存在 y,z € Sa5 使 得 z=yz. 所 以 goh(z) =m 当 且 仅 当 
ZE (5a5)? 当 且 仅 当 存在 s,t,p,q € 5 使 得 z = satpag. 因此 ， f(z) = f(satpaq) > 
flatpa) > inf f(aSa) = m. 

因为 了 是 Fuzzy 素 理想 ， 所 以 goh C f 二 gC 了 或 hc 和 艾 如 说 gC f, 定 
义 5 的 新 的 Fuzzy 子 集 6 : 5(z) = m,ze Sia51, 5(z) = 0,z SlaS1. 类 似 于 定理 
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4.3.9 的 证 明 ，5* Cg Cf=36Ccf3m=6(7) < f(z). 这 和 max{f(a),f(0)} < mm 
了 矛盾， 证 毕 . 口 

4.3.14 定理 设 35 为 半 群 ， 已 是 S 的 Fuzzy 子 集 . 则 已 是 S 的 Fuzzy 素 理 
想 当 且 仅 当 P 满足 下 列 条 件 ， 

(1) IIm(P)| = 2; 

(2) max{ P(a), P(b)} = inf PlaSa),va,be 5. 

证 根据 定理 4.1.9 和 定理 4.3.13, 必要 性 显然 . 反之 , 假设 (1) 和 (2) 成 立 . 
设 Im(P) = {s,tj(s < ). 如 果 f,g 是 8 的 两 个 Fuzzy 理想 ，f og S P, 但 是 

了 Pg 4 P. 则 一 定 存在 z,y e 5 使 得 /(z) > P(z),g(z) > P(z). 这 时 只 有 

f(z) = g(z) = t,P(z) = P(y) = s. 从 (2) 我 们 得 出 存在 u 使 得 P(zuy) = s > 
fog(zuy) > min{f(zy),g(y)} > min{f(z),g(y)} = 寺 这 和 s < 上 矛盾 证 毕 ， 口 

本 节 的 最 后 我 们 给 出 两 个 例子 说 明 上 面 定理 中 的 条 件 (1) 和 (2) 是 缺 一 不 可 
的 . 

4.3.15 例 假设 $=2.5 关于 通常 的 乘法 是 半 群 . f 是 5S 的 Fuzzy 2 
义 如 下 : 如 果 z = 0, f(z) = 1; 如 果 z 是 偶数 ，j(z (0) = 如 果 z 是 奇数 ，f(z 
则 f 是 Fuzzy 完全 弱 素 理想 ， 因 此 上 定理 中 的 (2) 成 立 . 但 是 f 不 是 Ee 人 
想 ， 即 使 S 的 可 换 的 . 

4.3.16 例 5 同上 例 ，B=6Z. 则 fs 不 是 5 的 Fuzzy 素 理 想 ， 我 们 可 看 出 
定理 4.3.14 中 (2) 不 成 立 ， 事实 上 ，0 = sup{f8(2), fa(3)} 关 min fp(253) = 1. 


4.4 Fuzzy 拟 素 和 弱 拟 素 左 理想 


本 节 我 们 研究 半 群 的 Fuzzy 素 、 Fuzzy 拟 - 素 和 Fuzzy 弱 拟 - 素 左 理想 ， 介 绍 
Fuzzy m- 系 的 概念 以 及 研究 它 和 Fuzzy 拟 - 案 之 间 的 关系 ， 刻 画 了 包含 在 Fuzzy 
左 理想 内 的 最 大 的 Fuzzy 理想 和 包含 Fuzzy 左 理想 的 最 大 的 Fuzzy 子 半 群 . 

设 工 是 5 的 左 理想 . 工 称 为 S 的 素 左 理想 , 如果 对 5 的 两 个 理想 4, B, 若 
ABCL, 则 A4CcL 或 BCL.L 称 为 5 的 拟 素 左 理想 ,如 果 对 5 的 两 个 左 理想 
1,L2 使 得 LiL2 SC 工 , 则 LiScL 或 Lz SCL. 工 称 为 5 的 弱 拟 素 左 理想 ,如 果 对 5 
的 任 两 个 左 Zi, L2 使 得 LCLi,L2s 且 LL2CL, 则 = 工 或 L2= 工 . 

4.4.1 定义 ”5 的 一 个 Fuzzy 左 理想 f 称 为 5 的 Fuzzy 素 左 理想 , 如 果 对 5 
的 两 个 Fuzzy 理想 fi,f2, 若 及 ofoCf, 则 有 Sf 或 忆 cf 

4.4.2 定理 S 的 一 个 Fuzzy 左 理想 / 是 Fuzzy 素 的 当 且 仅 当 对 5 的 任意 两 
个 Fuzzy 点 zr,yeE S(rt >0), 如 果 z,oSoyoSCf, 则 zx, € f 或 wef. 

证 设 zr 和 如 是 5 的 Fuzzy 点 使 得 zroSoyeoS Cf. 则 (Soz.oS)o(Soyo5) CC 
了 因为 了 是 Fuzzy 素 的 上 且 SozreS 、SowoS 是 S 的 Fuzzy 理想 ,所 以 SozroS Cf 
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或 Somo5SCf. 茵 如 Soz,oSCf 则 (zi)?C5oz.o5Cf. 因 此 ze (z;) Cf 

反之 , 设 用, 户 是 3 的 Fuzzy 理想 使 得 fi1ofz Cf. 如果 fi ff2 5 f, 则 存在 
z,y E55 使 得 有 (2z) > f(z), fo(y) > f(y). 设 r= f(z),t= fo(y): 则 rt >0, zr € fi, 
WE 用 且 zro5Soyo5SC (zr)o(W) CS fiofo Cf. 根 据 假设 zr Ef 或 ef. 备 
如 zr ef, 则 f(z) >"r = 及 (z). 矛 盾 . 证 毕 . 口 

4.4.3 定理 5 的 一 个 左 理想 工 是 素 的 当 是 仅 当 fz 是 Fuzzy 素 左 理想 . 

证 设 工 是 3 的 素 左 理想 , 则 疡 是 3 的 Fuzzy 左 理想 . 对 8 的 任意 两 
个 Fuzzy 理想 户 和 fo, 如 果 扩 of SC fr, 则 有 5 ff, 或 fo 5 万. 事实 FE， 如 
果 所 fi, fo 人. 则 存在 z,y eS 使 得 fi(z) > fz(z), fo(y) > fi(y)， 因此 
f(z) > 0,f2(y) > 0, 且 fi(z) = fi(y) =0. 这 意味 着 z,y # 工 . 

我 们 现在 证 明 存在 ri,r? e 5S 使 得 zriyr2 4 上 . 事实 上 ， 如 果 zSyS GC 工 , 则 
(SZ5)(SyS) C 了. 因为 SxS 和 SyS 是 5S 的 理想 且 工 是 5 的 素 左 理想 ， 所 以 
SzS CL 或 SyS GE 了 工 .和 营 如 SzS cL, 则 (z)?3 C SzS CL 因此 ze(z)cL. 序 
盾 . 设 a=zriyr2. 则 fz(a)=0, 且 


fio fo(a) = sup (fi(e) A fa(d)) 2 fi(zri) A fa(yr2) 
> fi(z) A f(y) > 0， 


这 和 事实 户 e 户 GE 万 矛盾 . 因此 fi 是 5 的 Fuzzy 素 左 理想 . 

反之 , 设 万 是 5 的 Fuzzy 素 左 理想 旦 4,B 是 S 的 理想 使 得 4B GE 也. 则 
fa4o fp C5 fi. 事实 上 ， 对 任意 ze 5, 我 们 考虑 两 种 情形 ， 

1) 如 果 Jae fp(7z) = 0, 显然 f(z) > Jaoe fp(7); 

2) 如 果 f4o fs(z) 关 0, 则 存在 a,be 5 使 得 z=ab 且 fa(a) 人 fa(b) 头 0. 因此 
aeEA 且 beB, 即 ze ABCL. 因 此 fi(z)=1>f4ofs(z). 由 假设 到 是 Fuzzy 
素 的 ,， 因此 facC 包 或 facfr, 即 4cL 或 BCL. 证 毕 . 口 

4.4.4 定义 ”5 的 Fuzzy 左 理想 f 称 为 Fuzzy 拟 - 素 左 理想 , 如 果 对 5 的 任 两 
个 Fuzzy 左 理 想 户 和 所 ,如 果 及 of Cf, 则 及 Sf 或 f2 Cf.f 称 为 Fuzzy 拟 - 
半 素 左 理想 , 如 果 对 5 的 任意 Fuzzy 左 理想 9g, 如果 g?C f, 则 gf 

类 似 于 定理 4.4.2 和 定理 4.4.3, 我 们 可 以 刻画 5S 的 Fuzzy 拟 素 左 理想 . 证 明 仅 
是 上 述 两 定理 证 明 的 模仿 ， 略 去 . 

4.4.5 定理 5 的 一 个 Fuzzy 左 理想 f 是 Fuzzy 拟 素 的 当 且 仅 当 对 5 的 任意 
两 个 Fuzzy 点 zr,w e S(rt >0), 如 果 zioSoy Cf, 则 z, ef 或 yef 

4.4.6 定理 ”5 的 一 个 左 理想 上 是 拟 素 的 当 且 仅 当 fi 是 Fuzzy 拟 素 左 理想 . 

4.4.7 定义 ”5 的 一 个 Fuzzy 子 集 称 为 Fuzzy m- 系 , 如 果 对 任意 t,se [0.1) 且 
a,be S, 如 果 f(a) > t,f(b) > s, 则 存在 z ES 使 得 f(azb) > tv s. 
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4.4.8 定理 设 M 是 3 的 非 空子 集 . 则 MM 是 5 的 m- 系 当 且 仅 当 fxw 上 5 
的 Fuzzy m- 系 . 

证 对 任意 t,se [0,1) 且 a,be S, 如果 fs(a) >t, fu(b)>s, 则 a,be M. 由 
假设 存在 元 素 re S 使 得 arbe M, 即 fr(azb) = 1. 因此 fu(azb) > tvV s. 

反之 , 设 a,b Ee M. 则 fu(a) = fu(b) = 1. 因此 对 任意 bs e [0,1), fm(a) > 
t, fu(b) > s, 这 意味 着 存在 ze S 使 得 fw(azb) > svVt. 故 arbe M. 证 毕 . 口 

4.4.9 定理 设 了 是 3 的 Fuzzy 左 理想 . 则 了 是 Fuzzy 拟 - 素 的 当 且 仅 当 
1 一 了 是 Fuzzy m- 系 . 

证 对 任意 bs e [0,1), ab e 5S, 如 果 (1 一 f)(a) > (1 一 有 (5) > s 则 
fa) <1-t, f(b)<1-s > at gf, bs ¢f. 因 为 1 是 5 的 Fuzzy 拟 - 率 左 理 
想 ， 根 据 定理 4.4.6, 存在 re S 使 得 ai-te ftz} 0b1-s = (azb)(_wn0-s) # f. 因 此 
flazb) < (1-bA(L-s)=1-(tvs). 故 (1-)(azb >tvs. 

反之 ， 设 oobslts > 0) e 3 使 得 iieSob Cf 如 果 as#gf 且 5b。#f, 则 
f(a) <t,f(b) < s. 因 此 (1 了 )(a) >1-t 且 (1 一 f)(b) >1-s. 由 假设 存在 ze 5 
使 得 (1 一 f)(azb) > (1-bv(L-s)=1-tAs, 即 jazb < ts. 根据 定理 3.3.8 
ato f{z} 9bs = (azb)ins # f. 牙 盾 . 证 毕 . 口 

4.4.10 定义 3 的 一 个 Fuzzy 左 理想 f 称 为 弱 拟 素 的 ， 如 果 对 任意 两 个 
Fuzzy 左 理想 和 fo, 使 得 fCfi,fcfo 且 fiofoCf 则 有 cf 或 有 cf 

4.4.11 定理 ”一 个 左 理想 工 是 弱 拟 素 的 当 上 且 仅 当 fi 是 Fuzzy 弱 拟 素 的 ， 

证 设 工 是 S 的 弱 拟 素 左 理想 ， 户 和 户 是 3 的 Fuzzy 左 理想 使 得 fi < 户 ， 
fLSfn 且 fiof2 Sf. 如果 所 gfi, fz 了 fi, 则 存在 z,yeS 使 得 fi(z) > fi(z)， 
f2(y) > f(y), 因 此 zy 只 工 且 户 (z) > 0, fo(y) > 0. 进一步 地 ， 存在 71,r2e S 使 
得 ({riz}UZL)({r2y}UL) 上 .事实 上 , 如果 (SzUL)(SyuUL) cL, 因为 SUL 和 
SyUL 是 3 的 包含 工 的 左 理想 , 由 假设 SzuUL = 工 或 SyUZ = 工 . 壁 如 SzUL = 工 ， 
则 Sz GZ 因此 

(CUZ(z))(EUZ(z)) S LULL(T)UL(z)L UL(z)L(z) 
CLUSr=L. 
故 zeLUL(z) = 工 .矛盾 . 


因为 ({riz} UZ)({ray}UL)ZL, 所 以 nizray 4 工 或 Lrayg 工 . 
1) 如果 rizrzy gf 工 ,那么 
fio fa(rizray) > fi(r1z) A fo(r2y) 
> fi(z) A fo(y) > 0. 


但 是 fz(rizr2y) = 0. 矛盾 . 


第 4 章 ”Fuzzy 来 理想 及 其 扩张 “79. 


2) 如 果 Zr2y 4 工 , 则 存在 元 素 ;< 工 使 得 ir2y 4 工 , 即 fc(lr2y) = 0. 但 是 


f(D A fo(r2ay) 


fio follr2y) > 
> f(DA fly) = fly) > 0. 


矛盾 . 所 以 Sf 或 fo Cf. 

反之 , 如 果 fi 是 5S 的 Fuzzy 弱 拟 素 左 理想 , 则 了 是 弱 拟 素 的 证明 类 似 于 定 
理 4.4.3 的 “反之 ”. 证 毕 . 口 

4.4.12 定理 ” 设 S 是 可 换 的 ，f 是 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 则 下 列 各 款 等 价 ， 

(1) f 是 Fuzzy 素 的 、 

(2) f 是 Fuzzy 拟 素 的 . 

(3) f 是 Fuzzy 弱 拟 素 的 . 

证 (1) > (2)= (3) 是 显然 的 . 

(3) 一 (1). 设 对 5 的 任意 两 个 Fuzzy 理想 fi 和 fo, fi1ofoC f. 因 为 5 是 可 换 
的 , 所 以 了 是 8 的 Fuzzy 理想 和 且 (fhUf)o(faUf)SfiofUfiofUfofouUf?cf. 


根据 (3), huUf=f 或 huUf=f, 即 用 Cf 或 f25f 证 毕 . 口 
4.4.13 定理 设 / 是 3 的 Fuzzy 左 理想 则 下 列 各 款 等 价 ; 
(1) f 是 5 的 Fuzzy 弱 拟 束 左 理想 ; 
(2) 对 任意 两 个 Fuzzy 左 理想 及,f2 5 S, 如 果 (fhUf)o(fpU 外 Cf 则 hf 
或 fcf; 


(3) 对 任意 两 个 Fuzzy 左 理想 户 , 户 SG 5, 如 果 fCfh 且 fof2cf 则 有 =f 
或 有 cf 

(4) 对 任意 两 个 Fuzzy 左 理想 有 ,fo S S, 如 果 (有 Uf)of2cf, 则 及 Cf 或 
fcf. E 

(5) 对 任意 两 个 Fuzzy 点 ar,b e S(rt > 0), 如 果 (ar Uf)o5So(bUf)Cf, 则 
ar Ef 或 bef. 

证 (1) 二 > (2). 因为 huUf 和 foUf 是 5 的 Fuzzy 左 理想 使 得 fC fiU/， 
fEfruf 且 (fiUf)o(f2of)cf 则 f=fiUf 或 f=foUf, 即 有 Cf 或 pCi 

(2) 一 (3). 对 5 的 任意 两 个 Fuzzy 左 理想 及 和 fo, 如 果 f cf, 有 iof2 Cf 
则 

(fFUfi)o(foUf) Cc fio(f uf) 
Cfiofufiof cif. 

根据 (2), huUf=f 或 有 Uf=f, 因 此 及 =f 或 pC/ 


(3) 一 (4). 因为 JS fuU 有 i 且 (fUf)o 扣 Cf 根据 (3), 有 Uf=f 或 2 5/ 
所 以 有 Sf 或 fCf 
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(一 (5). 设 ar,b(rt > 0) 是 5 的 两 个 Fuzzy 点 使 得 (arUf)oSo(bUf) Sf 
则 aroSob:Cf 且 fo5obCf. 因 此 


(arUSoarUf)o(Sob) CaroSobiUSoaroSobUfoSob 
CfUuSofcf. 


因为 ar USoa, = L(ar) 和 Sobt 是 5 的 Fuzzy 左 理想 , 由 (4), L(ar) Cf 或 
Sob Cf 成 立 ， 如 果 L(ar) Sf, 则 areEL(ar)Cf. 如 果 Sob SF, 则 


(L(b) Uf)oL(b) S Lh)? UfoL(b) 
CSobCf. 


由 (4), bt E L(b) C 了 成 立 . 

(5) 二 (1). 设 及 和 所 是 5 的 两 个 Fuzzy 左 理想 使 得 fC hj ES 户 且 
及 9 有 Sf 如 果 及 闫 ffo 关 f 则 存在 z,ye 3 使 得 户 (z) > f(z), fo(y) > f(y). 
设 r= 有 i(z),t=fo(y). 则 rt>0 且 


(zrUf)oSo(uUf)CfioSsofr Cfiofr Cf. 


由 (5), 我 人 有 zr ef 或 ye f. 蔬 盾 . 证 毕 . 口 
4.4.14 定理 设 了 是 3 的 Fuzzy 左 理想 且 4 是 5 的 Fuzzy 子 集 满足 : 
(DfiNp=0; 

(2) 对 任意 as,br es (a Uf)oSo(brUf) Nz#0. 

如 果 9 是 包含 f 的 5 的 极 大 Fuzzy 左 理想 且 9nA= 0, 则 9 是 3 的 Fuzzy 骅 
拟 素 左 理想 . 

证 设 有 和 所 是 5 的 Fuzzy 左 理想 使 得 9 G 户 , 户 且 有 of。 Cg. 如 果 
9C 有 n 且 gc fo, 则 存在 at € f\g, br € fz\g (rt > 0). 因此 gc guUL(a) CS 
及 ,9 C 9gUL(br) S 户 . 根据 假设 ，(g UL(at)) Np #0,(gUL(br))np 关 0. 设 
ck E (gUL(at)) N p(k > 0),di e (guUL(b)) N p(t > 0). 则 


(ceUf)oSo(d uf) (fiuf)oSo(fo Uf) 
CfioSsofUfioSof 
UfoSofUfoSof 


Sficfcy, 


这 和 事实 (ck Uf)o So (diuUf)np 承 0 蔬 盾 . 证 毕 . 口 
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设 / 是 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 我 们 现在 定义 5 的 两 个 Fuzzy 子 集 ， 分 别 记 为 
i(f) 和 7(/). 定义 如 下 : 


(vee 5) i]f)(z) = V{ta | zt € fts 0 € ,ta € [0,1]), 
jz) = Vfta | f oxi © ,ta € [0,1]} 


4.4.15 定理 设 f 是 5 的 Fuzzy 左 理想 . 则 i(f) 是 S 的 包含 f 的 最 大 的 
Fuzzy 理想 . 
证 对 任意 z,ye 5, 设 


(7) = {ta | Zt, € fTt, 0°05 C f,ta € [0,1])}, 
Blzy) = {wa | (zy)ws € f, (Ty)ws oS C fw € (0,1)}, 
C(y) = {gy | ye, € f,yo, °S Cf,9y € {0,1)}. 
则 if)(z)= V tailf)zy)= VY je andi(f)(y)= V 9 如 果 taee 


ta€EA(z) waEB(zy qrEC(Y) 


zte OVta = (TY)ts ETt, oS CH, 
(zy)ta oS = Ztso (ys oS8) Cz oSCEf. 


因此 te e B(zy). 由 此 导出 i(])(zy) > i(f)(z). 同样 方式 ， 我 们 能 证 明 i(f)(zy) > 
i(f)(y). 因此 i(f) 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 对 任意 ze 5, 设 tae A(z). 则 zt。 ef, 即 
ta < f(z). 因此 i(f)(z) < f(z). 设 g 是 5 的 Fuzzy 理想 5S 使 得 gC f, 且 ziegcf 
则 te A(z). 故 g(z) = < i 人 )(z) 一 9Si 人 证 毕 , 口 


4.4.16 定理 ” 设 5 是 带 有 单位 元 e 的 么 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 素 左 理想 . 
如 果 i(f) 关 0, 那么 i(f) 是 3 的 Fuzzy 拟 素 理想 . 

证 设 at 和 br (tr>0) 是 5 的 Fuzzy 点 使 得 ato5ob Ci(f). 则 (Soaro 
5)o (Sobro5) C i(f) S f. 因为 f 是 Fuzzy 素 左 理想 所 以 SoaoSCf 或 
5ob.oSC f. 壁 如 Soato5S Cf. 由 定理 4.4.15, SoatoSCi(f) 成立 因为 9 有 
单位 元 e 所 以 ot = (eae)t = etoatoet C 5oato5 Ci(f). 根据 定理 4.4.5, 完成 证 
明 . 口 

4.4.17 定理 ” 设 f 是 5 的 Fuzzy 左 理想 . 则 I(f) 是 5 的 使 得 f 是 其 Fuzzy 
理想 的 最 大 Fuzzy 子 半 群 . 

证 对 任意 zx,ye 3, 设 f(z)=t. 则 ze f. 现 定义 两 个 集合 如 下 : 


D(z) = {ia | f ox, € f,ta € [0,1]}, 
E(y) = {re | f oyrs < f,ra € [0,1)}. 
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(1) 因 为 fozt S fof Sf, 所 以 te D(z). 因 此 f(z)=t< V ta=1(f)(z), 


taED(z) 
即 7(7) 是 3 的 包含 f 的 Fuzzy 子 集 . 
(2) I(/) 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 。 事实 上 ， 
(1)(z)AT1)G) = ( sup ta) A\( sup rp) 
taED(z) ra€E(y) 
= SU (ta Arp). 
ta€D(z),ra€E(y) 
因为 fozt, oyrs = (fozt)oyre = fo(Ty)ta rra S foyrs © f,W taAra < I(f)(2y). 
因此 I(f)(z) 和 I(f)(y) < (fF)(zy). 
(3) f 是 1(7) 的 Fuzzy 理想 ， 事 实 上 ， 因 为 f 是 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 所 以 
1(f)。f SC Sof Cf 进一步 地 ， 对 任意 xz e 5, 如 果 z 可 以 表示 为 z = yz, 设 
F(z)= {gy 1 fo%, fq el0,Y)}. Ny 


foI(f)(z) = Sup (f(y) A1(f)(2) 


= sp U/W A ep 9) 


ht OA 人) 
T=Vz qv EF 
因为 对 任意 qy € F(z), fo zo, ES f, 所 以 f(z) > f(y) 人 za,(z) > f(y) Agqy' 因 
此 f(z) > mp ,TW) Ag) = fo1(/)(z). 如 果 z 不 能 表示 为 > = yz, 显然 
yz gy EFP(s 


f(z) >0= fol(f)(z). 因此 fo7(f) cf. 

(4) 设 9 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 使 得 f 是 g 的 Fuzzy 理想 . 对 任意 ze S, 如 果 
g(z) = 刀 则 zoe 9g, 且 fore 5 fog Cf 因此 te D(z), 由 此 推出 7(f)(z) > t=g(z). 
故 1(/) 是 5 的 使 得 1(f) 为 其 Fuzzy 理想 的 最 大 的 Fuzzy 子 半 群 .证 毕 . 口 

4.4.18 定理 ” 设 5S 是 带 有 单位 元 e 的 么 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 左 理想 但 不 
是 5 的 Fuzzy 理想 ， 则 下 列 各 款 等 价 ; 

(1) f 是 5 的 Fuzzy 弱 拟 素 左 理想 ; 

(2) 如 果 所 是 5 的 Fuzzy 左 理想 使 得 fof1 cf, 则 fic f; 

(3) 对 任意 Fuzzy 点 at e 5, 刀 果 fo(Soa)Sf, 则 atef; 

(4) 了 是 包含 在 7(f) 中 的 5 的 最 大 Fuzzy 左 理想 . 

证 () 一 (2). 设 户 是 3 的 Fuzzy 左 草 想 使 得 fofi Cf. 则 (foS)of Cc 
Jo 5 f. 因为 S 有 单位 元 e, 对 任意 ze S, (foS)(z) = sup (f(y) 人 S(e)) > 

z= 
f(z) 信 Sle) = f(z). 因此 fC fo5. 因为 f 不 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 所 以 f # fo5. 
由 定理 4.4.13(3) , Cf 
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(2) 二 > (3). 对 任意 Fuzzy 点 at € 5, 如果 fo (Soat) Gf, 根据 (2), Soat Sf. 
因为 $ 有 单位 元 e, 因此 Soai(a) > S(e) Aat(a) =t. 从 而 a: ESoa: Cf 

(3) 一 (4). 根据 定理 4.4.17, f S 1(/). 设 g 是 5 的 Fuzzy 左 理想 使 得 g C7(/). 
则 gC 7 事实 上 , 对 任意 at Eg, 因为 fo(Soat)C fo(Sog)CfogCfol(f)c, 
由 (3) at e f. 因此 g= VY of 


(4) 一 (1). 设 户 , 户 是 3 的 Fuzzy 左 理想 使 得 fC fi,f Cfo 且 fiof2 cf 
因为 fo f2 SC 用 of2 5 了 所 以 对 任意 ze fo, fozC 下 成 立 因此 I(f)>t= 
zt(z) 字 zt ET 故 户 = zt C 7 有 ). 因为 f 是 包含 在 1(f) 中 3 的 最 大 的 

rEf2 


Fuzzy 左 理想 ， 所 以 fo 5 f. 故 f= fo. 证 毕 . 口 

4.4.19 注 ”我 们 知道 半 群 的 Fuzzy 理想 ( 左 ， 右 理想 ) 在 半 群 的 结构 研究 中 起 
着 非常 重要 的 作用 . 作为 本 节 结 果 的 应 用 , 我 们 可 以 得 出 半 群 的 素 左 理想 的 相应 的 
结论 .在 环 论 中 我 们 知道 一 个 有 单位 元 的 环 是 单 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 左 理想 是 素 
的 . 自然 地 我 们 会 问 ， 在 半 群 中 我 们 有 类 似 的 结论 吗 ” 即 是 否 存在 结论 : 一 个 半 群 
5 是 Fuzzy 单 的 当 且 仅 当 它 的 Fuzzy 左 理想 是 Fuzzy 素 的 ? 


45 半 单 半 群 


本 节 的 目的 是 通过 Fuzzy 理想 和 Fuzzy 素 理想 类 刻画 半 单 半 群 . 

一 个 半 群 称 为 半 单 的 ， 如 果 3 的 每 个 理想 是 竺 等 的 .下 面 的 引 理 给 出 了 半 单 
半 群 的 刻画 . 

4.5.1 引 理 (时 ” 设 S 是 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 半 单 的 ; 

(2) (va € $) ae SaSas; 

(3) 对 5 的 任意 理想 4,B C S, 4Nn B= 4B. 

证 假设 (1) 成 立 则 a 生成 的 理想 SlaS1 是 竺 等 的 .因此 (2) 成 立 ， 事 实 
J 


a€ SlaS! = {a} UaSU SaU SaS$ = ({a} UaSU SaU SaS)’ 
= ({a} UaS$U SaU SaS)s C SaSas. 


假设 (2) 成 立 , 设 4,B 为 5 的 两 个 理想 . 当然 4B C 4nB. 设 ae4n5. 则 
aE SaSaS C (SA)(5BS) Cc 4AB. 因此 A4n B= 4B. (3) 推 (1) 是 显然 的 . 证 毕 ， 口 
4.5.2 定理 ” 设 5 是 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 
(1) 5S 是 半 单 的 ; 
(2) 3 的 每 个 Fuzzy 理想 是 短 等 的 ; 
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(3) 对 5S 的 任意 理想 f,g, f Ng = fo9; 
(4) 5 的 所 有 Fuzzy 理想 集 关于 理想 的 并 和 乘法 构成 分 配 格 . 
证 (1) 一 (3). 假设 (1) 成 立 , ae 5. 由 引 理 3.5.1,a € SaSaS. 存 在 zx,y,zE5 
使 得 a = zayaz. 对 5 的 任意 Fuzzy 理想 f,9， 
(fog)j(oa) = suplmin{ f(b), 9(o))}] 
> min{fy(za),g(yaz)} > min{f(a), g(a)} 
= (f Ng)(a). 
因此 /ng 5 fog. 因为 f,9 均 为 5 的 Fuzzy 理想 ， 所 以 
fogCfoSCf,fogCSogcCyg. 
因此 fng= fog. 
(3) 一 (2), (3) 全 (4) 均 显然 . 
(4) 一 (2). 由 假设 $ 的 每 个 Fuzzy 理想 f, f 和 f 的 交 为 f = fof. 因此 (2) 
成 立 . 
(2) 一 (1). 假设 4 为 5 的 理想 ， 则 它 的 特征 函数 fa 为 5 的 Fuzzy 理想 , 因 
此 f4= faof4. 设 a€ A. fa(a) =1= (fao fa)(a) = supacoclmin{fa(b), fa(o)}]. 
因此 存在 mm9e 3 使 得 a = pg, fa(p) = fa(q)=1, 即 a=pqe A44= 4?. 由 a 的 任 


意 性 ， 4 C A?, 显然 42 S 4. 故 4 = 42. 根据 引 理 4.5.1, S 是 半 单 的 . 口 
4.5,3 定理 ” 设 5 是 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 
(1) S 是 半 单 的 ， 


(2) 对 5 的 任意 Fuzzy 点 ab (aa) o (by) = (as) N (by); 
(3) 对 5 的 任意 Fuzzy 点 cx, (ax)2 = (a2); 
(4) 对 5 的 任意 Fuzzy 点 aa, asE SoasoSoaso5. 
证 根据 定理 4.5.2, (1) 一 (2) , (2) => (3) 显然 . 
(3) 一 (4). 对 5 的 任意 Fuzzy 点 ax, 因为 (a)? = (a)), 我 们 有 ax e (as) = 
(oA)5 = (as)*o (aa). 根据 定理 3.3.8, (aoA)3 E Soa、o 5. 所 以 
(a CE (SoaxoS)o(aoAUSoaxUaxoeSUSoaxoS) 


CSoa\oSoa\USoa\oSoa\oS. 
因此 
(a)s SG (SoeaxoSoax)U(SoaxoeSoaxe3S) 
ol(aQAUSoaxUaxoSUSoaxoS) 


GESoaxoSoaxo3S. 
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故 aoAESoaxoSoaxo5. 

(4) 二 > (1)， 类似 于 定理 3.3.8(4) 的 证 明 ， 对 5 的 任意 Fuzzy 点 ax( 入 > 0)， 
as ESoaso5Soaso5 当 且 仅 当 a€ SaSaS. 根据 引 理 4.5.1, 因此 S 是 半 单 的 . 证 
毕 . 口 

4.5.4 定理 设 5 为 半 群 。 5 的 每 个 Fuzzy 理想 是 Fuzzy 素 的 当 且 仅 当 8 的 
所 有 Fuzzy 理想 集 关 于 集合 的 包含 关系 构成 链 且 5S 是 半 单 的 . 

证 设 g 和 hh 是 5 的 Fuzzy 理想 .因为 goh 也 是 3 的 Fuzzy 理想 . 由 
9ohCgoh 得 出 gCgohCSohCh 或 hCgohCgoSCg. 因 此 5S 的 Fuzzy 
理想 集 关 于 集合 的 包含 关系 构成 链 ， 进一步 地 ， 对 5 的 任意 Fuzzy 理想 f, 显然 
Cf 因为 fof Cf?, 所 以 fC f?, 结 果 f?=/. 

反之 , 设 f,g 是 5 的 Fuzzy 理想 , 且 fog Ch. 因 为 5S 的 所 有 Fuzzy 理想 集 关 
于 集合 的 包含 关系 构成 链 , 即 f cg 或 gC f, 所 以 f?Cfogch 或 gCfogch. 
由 假设 fc 4 或 gC hh 成立. 证 毕 . 口 

半 群 5S 称 为 内 先 正 则 的 如 果 ae Sa2S,vae S. 

4.5.5 定理 ” 设 5 为 半 群 , 则 5 的 Fuzzy 理想 是 Fuzzy 完全 素 的 当 且 仅 当 5 
的 所 有 Fuzzy 理想 集 关 于 集合 的 包含 关系 构成 链 且 5 是 内 豪 正 则 的 . 

证 根据 定理 4.5.4, S 的 Fuzzy 理想 集 形成 一 条 链 且 3 的 每 个 Fuzzy 理想 是 
Fuzzy 完全 半 素 的 ， 对 任意 Fuzzy 点 a € 5, 因为 of = a、o a oax, 所 以 


atE€ESoaoS>ales oo5 
> aESoaoS 
全 ae Sa25 (由 定理 3.3.8(2, 5)). 


反之 , 因为 5 是 内 课 正 则 的 ， 所 以 5 的 Fuzzy 理想 是 Fuzzy 完全 半 素 的 . 事实 
上 , 设 /是 5 的 Fuzzy 理想 ，a、 € 3. 如 果 a2 € f, 因为 a€ Sa?5, 由 定理 3.3.8， 
a\E€ESoatoSCf. 

因为 5 的 Fuzzy 理想 是 Fuzzy 完全 半 素 的 ， 我 们 有 下 列 的 (1) 和 (2): 

(1) (aa) = SoaXo5, Va、 € 5. 事实 上 , 显然 SeaxoS C (a,). 因为 a € SoaxoS， 
所 以 a ESoasoS 且 a、ESoaso5S. 因 此 (aoA)SSoaxe5S. 

(2) (ax) n (如 ) = (a ob%),Yaa,b, e S. 事实 上 ， 因 为 as ob, € (an (b,), 
所 以 (aX ob) S (ax) n (Bw). 另 一 方面 , 设 ct es (as) (by),t > 0. By 1), 我 们 有 
cr ESoa\o5 且 cee Sobso5. 因 此 cE5o(b,oSoSoay)o5S. 因 为 


(buoSoSoa)? C by,oSol(a\oby)oSoa\ 
SSoaxobo3S 
S (aa ob,). 
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因此 根据 定理 4.3.4 boSoSoa、 C (asobw). 结果 cf € Soasobuo5SC (aMoby). 因 为 
(axobi) 是 Fuzzy 完全 半 素 的 ，ct € (axob) 成 立 , 即 (oA)n(b) S (asob). 现 设 f 
是 5 的 Fuzzy 理想 ，a、ob, & f. 因为 5S 的 所 有 Fuzzy 理想 关于 集合 的 包含 关系 构 
成 链 , 所 以 (aa) S (by) 或 (5,) S (aoA). 如 果 (ax) S (by), 则 as€ (as)= (a nn(by)= 
(axoBb) S 如果 (bw) < (ea), 则 bp € (by)=(as)(by)=(asobn) Cf. 因 此 f 是 
Fuzzy 完全 素 的 . 证 毕 . D 

4.5.6 定理 ”假设 9 是 半 单 半 群 ，/ 是 5 的 Fuzzy 理想 .如果 /lz) = are 
Sa e 0.1]. 则 存在 的 一 个 素 理想 9 使 得 f S 9, 且 g(x) = a 

证 设 X={h|1h 是 5 的 Fuzzy 理想 ,f C h,h(z) = oa. 因为 1 eX, 所 以 
六 关 . 根据 Zorn 引 理 ， X 中 存在 满足 fC 9,9(z) = a 的 极 大 元 9. 我 们 先 证 明 9 
是 Fuzzy 交 不 可 约 的 ， 再 证 明 9 是 Fuzzy 素 的 . 

假设 存在 5 的 Fuzzy 理想 种, 使 得 9 = hnhz. 则 gC hi,g SC hz. 如果 hhl 关 
9;hz 闫 9, 由 9 的 极 大 性 ， 必 有 hi(7) 去 Qhz(7) 关 @a. 因此 f(z) = (hinhz)(7) a 
了 矛盾， 

设 hi,h2 是 5S 的 Fuzzy 理想 ，hi oh C g. 因此 hiohsUg=g. 因 为 8 是 
半 单 的 ， 由 定理 4.5.2, 5 的 所 有 Fuzzy 理想 集 关 于 理想 的 并 和 乘法 构成 分 配 格 . 
9 三 hohsUg= (hiNha)Ug= (hiUg)N(h Ug) = (hi Ug)o (hr Ug). 由 上 证 明 的 


9 是 交 不 可 约 的 ，9g = gnh, 或 9=gUho, 即 hi Cg 或 hs Cg. 证 毕 . 后 
4.5.7 定理 ” 设 S 是 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 , 
(1) S 是 半 单 的 ; 


(2) 5 的 每 个 真 Fuzzy 理想 是 5 的 一 个 Fuzzy 索 理 想 驴 的 交 . 

证 (1) ==> (2). 设 f 是 5 的 真 Fuzzy 理想 , 设 {fo|ae} 为 9 的 所 有 包含 f 
的 理想 艇 . 显然 fC 门 ,eg fa 我 们 现在 证 明 其 反 包含 关系 . 设 ze 3. 由 定理 4.5.3， 
存在 S 的 一 个 Fuzzy 素 理想 ja 使 得 7 S f9, f(z) = fe(z). 因此 fo e {fo |ae 0}. 
这 意味 着 ( 门 ,em)fa)(z) < fe(z) = f(z). 由 z 的 任意 性 得 出 ( 门 een)fa) S f. 因此 
(Naen)fa) = 六 

(2) = (1). 假设 了 是 S 的 真 Fuzzy 理想 ,存在 5 的 Fuzzy 素 理 想 簇 {fo |a e 9} 
使 得 1? = ( 门 seq)/a. 因此 户 S fa,Va € .因为 fo 是 Fuzzy 素 理 想 , 因此 f < f。， 
推出 fC (nacn)js = f?. 由 了 为 5 的 Fuzzy 理想 ,当然 f? Cf 因此 ?=f. 根 
据 引 理 4.5.1, S 是 半 单 的 . 证 毕 . 口 

假设 我 们 用 FI(S) 表示 5 的 Fuzzy 理想 格 ， 用 已 P7(S) 表示 5 的 真 素 Fuzzy 
理想 集 . 对 5 的 任意 Fuzzy 理想 f, 记 Jj := {h € FPI(S) | f &h}, Jpp1(s) := 
{Jy | fe FI(5)}. 利用 上 面 的 结论 ， 我 们 可 以 证 明 : 

4.5.8 定理 ”假设 是 带 零 元 的 半 单 半 群 . 则 集 Jrprfs) 形成 集合 FPI(S) 上 的 
拓扑 ， 且 映射 :了 一 Jy 是 格 F7(5) 到 FPI(5) 的 开 集 格 之 间 的 同 构 映射 . 
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证 ”我们 首先 证 明 集 JFpi(s) 形成 集合 FPI(S) 上 的 拓扑 . 因为 3 到 [0,1] 
上 的 零 函 数 0 是 5S 的 Fuzzy 素 理想 . 因此 Jo 是 FPI(S) 的 空子 集 ， 容易 看 出 
Js = FPI(S) € JrFprls). 假设 Jy,, J € JFp1(s), fi,f2 € FI(S). 则 Jy, NJ = 
{he FP1(S) | fi 多 hf2 hh}. 因 为 h 为 5 的 素 Fuzzy 理想 且 5 是 半 素 的 , 所 以 上 
式 等 价 于 J nyPp = {he FPI(S) | fiN fo Fh} = Jpnp. 因 此 .Jr NJ € Jepr(s). 
现 给 定 5 的 一 个 Fuzzy 理想 钥 {fo | a e 0}. 则 UJ = Ufhe FPI(S)| fs gh}= 
{he FPI(S) | U fa gh} = J。f. 因此 UJf。e JrFprls). 以 上 证 明了 集 Jppi(s) 
形成 集合 FPI(S) 上 的 拓扑 . 

容易 验证 映射 p : f 一 .Jr 是 格 F1(S) 到 已 PT(S) 的 开 集 格 之 间 的 格 同 态 ， 下 
面 仅 证 是 双 射 . 事实 上 , 如 果 及 = 户 , 当然 Jj, = J4,. 反之 , 如 果 .J1f, = i,, 但 是 
有 关羽 .存在 rE S 使 得 及 (z) > fz(z) 或 f(z) > 户 (z). 不 妨 设 彤 (z) > f(z). 由 定 
理 4.5.3, 存在 5 的 Fuzzy 素 理想 了 使 得 户 E 了 且 jJ(z) = fo(z). 因 为 有 (xz) > f(z)， 
所 以 有 i 9 f. 这 意味 着 f e Jp. 又 因为 Jr = JP 所 以 Je JP. 这 又 推出 PE 人 
矛盾 ， 证 毕 . 口 

本 节 的 最 后 我 们 通过 Fuzzy 拟 - 素 左 理想 研究 强 半 单 半 群 . 5 的 一 个 Fuzzy 
左 理想 1 称 为 霖 等 的 , 如 果 f=fof, 即 f= 有 户 . 

4.5.9 定义 半 群 S 称 为 强 半 单 的 ， 如 果 5 的 每 个 左 理想 是 智 等 的 . 

4.5.10 引 理 ” 设 5S 是 半 群 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 强 半 单 ; 

(2) 对 任意 的 ae S, a € SaSa. 

证 ”对 任意 的 a € 8S, 因为 S 是 强 半 单 的 ， 所 以 L(a) = L(a)?. 因此 L(a) = 
Z(o)4. 因为 L(a)? = (aU Sa)(aU Sa) C Sau SaSa, 所 以 ae L(a) = Laoj4 C 
(SaU SaSa)(SaU SaSa) C SaSa. 

反之 , 设 工 是 5 的 左 理想 . 对 任意 ae 上 , 由 假设 a€ SaSa C L(a)L(a) G 三 
因此 LC 7Z?. 显然 22 G 工 . 故 L?= 工 .证 毕 . 口 

下 列 定理 通过 Fuzzy 拟 - 素 左 理想 来 刻画 强 半 单 半 群 . 

4.5.11 定理 ” 设 5 是 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) S 的 每 个 Fuzzy 左 理想 是 短 等 的 ; 

(2) 对 5 的 任意 两 个 Fuzzy 左 理想 fi 和 fo, fi fo < fof; 

(3) 对 任意 的 Fuzzy 点 ar < S, L(ar) = L(a)?; 

(4) 对 任意 的 Fuzzy 点 or ES,areSoaroSoar; 

(5) 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 是 Fuzzy 拟 - 半 素 左 理想 ; 

(6) 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 是 5 的 包含 它 的 所 有 Fuzzy 拟 - 素 左 理想 的 交 . 

证 (1) 二 (2). 设 及, 所 是 5 的 Fuzzy 左 理想 . 则 So(finf) CSofinSofz C 
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及 Nn. 因此 有 nfo 是 5 的 Fuzzy 左 理想 .由 假设 


fiNfo = (hnNf) 
= (fiNf)o (fiNf)C fio fo: 
(2) 一 (3). 对 5 的 任意 Fuzzy 点 ar, 设 户 = 户 = L(ar). 根据 假设 L(ar) 5 
Z(ar)?. 另 一 方面 L(aw)? S SoL(ar) CL(ar). 因此 L(a) = L(ar)? 成 立 . 
(3) 一 (4). 对 5 的 任意 Fuzzy 点 ar, 由 假设 
ar € Llar)= Lar) 
= (arUSoar)o(arUSoar) 


GoazUaroSoarUSoazUSoaroSoar. 


因此 
az € (ouUaroSoarUSoazUSoaroSoar)ooar 
GoasuaroeSoazUSoasUSoaroSoa2 
ES Soo2， 
且 


aroSour C (ozuoaroeSoarUSoazuUSoaroSoar)o(Soor) 
C SoaroSoa. 


故 oeSoazUuSoaroeSoar. 这 意味 着 
ar E (Soar)oarUSoaroSoar 


SG (Soar)o(SoazUSoaroSoar)USoaroSoar 


GSoaroSoar. 


(4) 一 (5). 设 g 是 5 的 Fuzzy 左 理想 使 得 92 E f. 对 任意 的 Fuzzy 点 ar E 9， 
由 假设 


ar € SoaroSoar CSogoSog 
SSE 人 
因为 9= U ar, 所 以 gSf. 
arEg 


(5) 一 (1). 设 是 5 的 任意 Fuzzy 左 理想 . 则 f? 也 是 5 的 Fuzzy 左 理想 . 
由 假设 ， 因 为 2 S 及 ,所 以 fC f?. 显然 f? < 了 这 导出 f? = 了 
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(2) 一 (6). 设 了 是 5 的 Fuzzy 左 理想 且 
入 = {ga | ga 是 5 的 Fuzzy 拟 - 素 左 理想 使 得 f C ga}. 


显然 G 有 ge 
反之 ， 对 任意 ore 门 9a, 如 果 ar#g/, 则 ">0 且 f(a) <7. 设 
ga €. 


B= {ha | he 是 S 的 Fuzzy 左 理想 使 得 f C ho, f(a) = ha(a)}. 
因为 Je B, 所 以 B # 0. 因此 (B,C) 是 序 集 . 设 C 是 B 中 的 链 ， 则 集合 slo 
是 5 的 一 个 Fuzzy 左 理想 且 f 5 he 因为 对 任意 的 he < C, f(a) = ha(a), 所 
以 ja = f(a). 因此 Fuzzy 左 理想 jh 是 C 在 B 中 的 上 界 . 根据 Zorn 引 


理 ， B 有 极 大 元 ， 记 为 hox. 则 ar 4 hmax. 我 们 现在 证 明 hmax 是 5 的 Fuzzy 拟 - 
来 左 理想 , 设 有 和 fo 是 5 的 两 个 Fuzzy 左 理想 使 得 f1o f2 C hmax. 则 由 假设 
fiN fa € fiofo Chmax: 因此 hmax = hmaxU (fiNf2) = (hmax Ufi)N(hmax Ufo). 我 
们 现在 可 以 得 出 hmax = hmax U 有 i 或 hmax = hmaxU fo, 即 有 i hmax 或 fC hmax. 
事实 上 ， 如 果 hmax C hmax U 万, hmax C hmax U 户 , 因为 hmax 是 关于 性 质 fC hmax 
和 hmax(a) = f(a) 是 极 大 的 ， 所 以 hwax U fi(a) 关 f(a), hmax U fz(a) 关 f(a). 因此 
hmax(a) = ((hmax U 有 1)(a)) N ((hmax U 户 )(a)) # f(a). 矛盾 . 

(6) 一 (1). 设 是 5 的 Fuzzy 左 理想 则 f? 也 是 5 的 Fuzzy 左 理想 ,由 假 
设 /2= 0 9, 这 里 M 是 5 的 所 有 包含 f? 的 Fuzzy 拟 - 素 左 理想 集 . 


对 人 总 的 ge At 显然 fo fC 9. 因为 g 是 Fuzzy 拟 - 素 的 ， 0 
立 , 因此 fC 0 9 三 及 . 故 f=f. 证 毕 . 


由 引 理 4. 5 i 和 定理 4.5.11, 我 们 有 

4.5.12 定理 。 半 群 9 是 强 半 单 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 Fuzzy 左 理想 上 吞 等 的 . 

4.5.13 定理 ” 设 5 是 可 换 的 半 群 . 则 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 是 Fuzzy 拟 - 素 
的 当 且 仅 当 它们 关于 通常 的 序 关 系 形成 一 条 链 且 5S 是 强 半 单 的 . 

证 设 g 和 hh 是 S 的 Fuzzy 左 理想 因为 goh 也 是 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 
9ohCgoh, 所 以 gCgohC SohCh 或 hCgohCgo5SCg. 因 此 5 的 Fuzzy 左 
理想 集 关 于 Fuzzy 集 通 常 序 关系 形成 链 . 而 且 对 任意 Fuzzy 左 理想 f, 显然 f? C 人 
因为 fof Cf?, 所 以 fcCf?, 故 f2=f. 

反之 , 设 f,g 是 5 的 两 个 Fuzzy 左 理想 和 且 /og C h. 因为 8 的 Fuzzy 左 理想 
形成 链 , 即 /Sg 或 gC f, 所 以 ?Cfogch 或 gC fogCh. 由 假设 fch 或 
9 Sh 成立. 证 毕 . 口 
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4.6 Fuzzy 理想 扩张 


本 节 我 们 讨论 半 群 5 的 Fuzzy 理想 的 扩张 和 Fuzzy 3- 素 理 想 ， 通 过 Fuzzy 理 
想 的 扩张 研究 Fuzzy 素 理想 和 Fuzzy 3- 素 理想 的 关系 . 

4.6.1 定义 ” 设 (S) 是 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 子 集 ，z € 3. 如 下 定义 的 
Fuzzy 子 集 (z,f) : 5 一 [0,1] 1y 一 (z,f)(y) := f(zy) 称 为 了 的 关于 z 的 扩张 . 

4.6.2 定理 ” 设 5 是 可 换 半 群 . 如 果 /是 5 的 Fuzzy 理想 ，z e 5, 则 了 关于 
2 的 扩张 也 是 5 的 Fuzzy 理想 . 

证 显然 (z,f) 是 5S 的 Fuzzy 子 集 . 设 y,z€ 5. 则 (z,f)(yz) := f(zyz) >: 
f(zy) = (zf)(y). 因为 8 是 可 换 的 且 f 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 所 以 (z, f)(yz) := 
f(zyz) = f(yrz) > f(z2) := (7, f)(z). 口 

设 (S,.) 是 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 子 集 ， 记 suppf := {z € S 1 f(z) > 0}. 

4.6.3 定理 ” 设 5 是 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 理想 ，z e 5. 则 下 列 各 款 成 立 : 

(Df € (z,f); 

(2) (2", f) S (2"+1, 1), Yn € N; 

(3) 如 果 f(z) > 0, 则 supp(z, 了 ) = 

证 (1) 设 ye 5S. 因 为 是 5S 的 Fuzzy 理想 所 以 (z,f)(y) := f(zy) > f(y). 
因此 JS (z, 了). 

(2) 设 ne NyE 5 因为 f 是 5 的 Fuzzy 理想 所 以 (zn+lf)(y) := 
f(r"+y) = f(z7"y) > f(z"y) := (z",f)(y). 因此 (2", f) ES (z"+1, f). 

(3) 因为 (z,f) 是 3 的 Fuzzy We 当然 supp(z, 了 ) 5 5. 设 ye 38. 因为/ 

3 的 Fuzzy 理想 ， 所 以 (z,f)(y) := f(zy) > f(z) > 0. 因此 (z,f)(y) > 0 且 
ae (z, 用 .证 毕 . 口 

4.6.4 注 “如果 3 是 半 群 旦 / 是 3 的 Fuzzy 素 子 集 , 则 (z, 1) = (z?,f),vz € 8 
事实 上 , 设 r,ye S. 则 (z, 了 )(y) := f(zy),(z?,f)(y) := jz2g). 因 为 了 是 3 的 Fuzzy 
素 子 介 ， 所 以 f(z) = f(z?), 县 f(zy) = max{f(2), f(y)} = max{f(z2), f(y)} = 
f(z2y). 

如 果 5S 是 半 群 ，AC S, ze 5, 定义 (z,4):= {ye S|zye 4}. 

4.6.5 定理 设 3 是 半 群 旦 9 天 4CS3S 则 (zja)= fiz,a),vrES. 

证 设 zeS,ye5s. 则 


(z, f4)(y) := fa(zy)- (*) 


A) 如果 zy e 4, 则 fa(zy) := 1. 因 为 zy e 4, 所 以 ye (z,4), 即 f(z,a)(y) := 1 
由 (*), (z, f4)(y) = f(z,4) (9)- 


第 4 章 ”Fuzzy 素 理想 及 其 扩张 -91. 


B) 设 zy #4. 则 fa(zy) :=0. 因 为 zy #4, 所 以 yg (z,A4), 即 f(z,4)(y) := 0. 
由 (*), (z,f4)(y) = f(z,4)( 共 :证 毕 . 口 

4.6.6 定理 ” 设 5 是 半 群 . 如 果 f 是 5 的 Fuzzy 率 子 集 ，z e 3 使 得 f(z) = 
infyes f(y), 则 (z, 了 ) = f. 反 之 , 设 f 是 5 的 Fuzzy 理想 . 对 任意 ye 9 使 得 f(y) 
在 /(S) 中 不 是 极 大 的 ， (y, 了) = 了 成 立 . 则 f 是 Fuzzy 素 的 . 

证 设 f 是 S 的 Fuzzy 素 子 集 ， ze 3 使 得 f(z) = infyes f(y). 首先 
infyes f(y) e [0,1]. 设 ye 5, 则 (z,f)(y) := f(zy).…(*). 因为 了 是 Fuzzy 素 的 ,所 以 
f(zy) = max{f(z), f(y)}, 即 f(zy) = f(z) 或 f(zy) = f(y).…(**). 设 f(zy) # f(y). 
则 由 (**), f(zy) = f(z).…(***). 因为 了 是 3 的 Fuzzy 理想 ， 所 以 /SG (z,f). 由 
(x**), f(y) < (z, f)(y) := f(xy) = f(z). 因为 f(z) = infves f(y), 所 以 f(z) < f(y). 
因此 根据 (* * *) f(z) = f(y), 且 f(zy) = f(y). 了 矛盾， 只 有 f(zy) = f(y). 再 由 (*)， 
(zf)(y) := f(y). 

反之 , 设 z1,z2 e 5S. 则 f(z1z2) =max{f(z1),f(z2)}. 事实 上 , 因为 1 是 5 的 
Fuzzy 理想 ， 所 以 f(z122) > f(z1), 且 f(z172) > f (22)...(*). 

A) 设 f(z1z2) = f(z1). 则 由 (*), f(z1) > f(z2). 因此 max{f(z1), f(z2)} = 
f(z1) = f(z172). 

B) 设 f(z1z2) 承 f(z1). 则 元 素 f(z1) 在 f(5) 中 不 是 极 大 的 ， 事实 上 ， 如 果 
f(z1) 是 1(S) 的 极 大 元 素 ， 则 由 (*),， f(z172) = f(z1). 矛盾 . 由 假设 (z1,f) = 
f. 因此 (z1,f)(z2) = f(z2), 且 f(z1z2) = f(z2). 由 (*), f(z2) > f(z1), 所 以 
max{ f(z1), f(z2)} = f(z2), 且 f(z172) = max{f(z1), f(z2)}. 证 毕 . 口 

4.6.7 推论 设 3 是 半 群 ,7 是 3 的 理想 ， 则 了 是 素 的 当 且 仅 当 对 ze 3 使 
得 zg 1 (z,f1) = 方 . 

证 设 1 是 5 的 素 理 想 . 则 fi 是 S 的 Fuzzy 素 理想 .对 任意 > e 5 使 得 
Zz #7 则 fr(z) =0=infves fr(y). 由 定理 4.6.6, (z,f1) = fi 成 立 . 

反之 ， 设 了 是 5 的 理想 . 显然 fi 关 0. fi 是 S 的 Fuzzy 理想 . 设 re S 使 得 
fr(z) 在 fr(S) 中 不 是 极 大 的 . 因为 fr(y) = 0 或 fi(y) = 1,vy€ 5S, 所 以 fr(z) =0. 
否则 fr(z) = 1, 这 意味 着 fr(z) 在 f(S) 中 的 极 大 性 . 矛盾 . 因此 z 4 7. 由 假设 
(z, 用) = fi. 因此 根据 定理 4.6.6, f1 是 Fuzzy 素 的 ， 从 而 了 是 素 的 . 证 毕 . 口 

4.6.8 定理 ” 设 5 是 可 换 半 群 且 f 是 5 的 Fuzzy 子 集 使 得 (z,j) = 放 Yz e 5. 
则 /是 常数 . 

证 对 任意 "ye 5, 由 假设 f(z) = (yj)(z) = f(zy) = (z,f)(y) = f(y). 因此 
了 是 常数 . 口 

4.6.9 定理 ” 设 S 是 半 群 了 是 5 的 Fuzzy 素 子 集 . 则 (z, 月 也 是 5S 的 Fuzzy 
素 子 集 ，vz € 5. 

证 设 f 是 5 的 Fuzzy 素 子 集 . 显然 (z,f) 是 3 的 Fuzzy 子 集 . 对 任意 re 5， 
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且 y%ze59， 
(z,f)(yz) = f(zyz) = max{f (7y), f(z)} 
= max{f (2), f(y), f(z2)} = max{f (zy), f(z2)} 
= max{(z, f)(y), (z, f)(z)}. 
因此 (z,f) 是 Fuzzy 素 的 .证 毕 . 口 


4.6.10 定理 ” 设 5 是 可 换 半 群 旦 /是 5 的 Fuzzy 半 素 理想 . 则 (z, j) 也 是 5 
的 Fuzzy 半 素 理想 ， vVz e 5. 

证 设 f 是 5 的 Fuzzy 半 素 理想 且 ze S. 则 由 定理 4.6.3, (z,j) 是 5 的 
Fuzzy 理想 .对 任意 o e 5, 因为 f 是 Fuzzy 半 素 的 ， 所 以 (zf)(a?) := f(za?) < 
f(za)?) < f(za) = (z,f)(a). 因此 (z,f) 是 Fuzzy 半 素 的 . 口 

4.6.11 推论 ” 设 5 可 换 半 群 ， {fi}ier 是 5 的 非 空 Fuzzy 半 素 理想 灸 ， 且 设 
f= inf{fi |ie 了 }. 则 对 任意 ze 5, (z, 了 ) 是 5 的 Fuzzy 半 素 理想 . 

证 显然 f 是 5 的 Fuzzy 子 集 . 设 rz,ye 5. 因 为 fi (ie7) 是 5 的 Fuzzy 理 
想 ， 所 以 


f(zy) = inf{fi | ie 1}(zy) = inf{/fi(zy) | ie 1} 
> inf{max{fi(z), f:(W)} |ie 7} 
> max{inf{fi(x) |ie 1},inf{fi(y) |ie 71}} 
= max{f(z), f(y)}. 


因此 f 是 5S 的 Fuzzy 理想 . 设 ae S. 因为 fi; 是 Fuzzy 半 素 的 ，vYie 7 所 以 


f(a) = inf{fi | ie I}(a) 
= inf{fi(a) | i€ 1} > inf{fi(a’) |ie 1} 
= inf{fi |ie 1T}(a?) = f(a?). 


因此 / 是 Fuzzy 半 素 的 .由 定理 4.6.10, 对 任意 re S, (z, f) 是 5 的 Fuzzy 半 素 理 
想 . 证 毕 . 口 
4.6.12 推论 ” 设 3 是 可 换 半 群 ，{ 己 jier 是 5 的 半 素 理想 叉 且 4 := nN P: #0. 

ie 


则 (z,Ja) 是 5 的 Fuzzy 半 素 理想 ，Yr < 5. 
证 显然 4 是 5 的 半 素 理想 ,当然 J4 是 $ 的 Fuzzy 半 素 理想 . 由 定理 4.6.10， 
(z,f4) 是 S 的 Fuzzy 半 素 理想 ， 证 毕 . 口 
4.6.13 推论 设 5 是 可 换 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 素 子 集 . 如 果 f 不 是 常数 ， 
则 f 不 是 5 的 极 大 的 Fuzzy 素 子 集 . 
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证 设 /是 3 的 Fuzzy 素 子 集 . 由 定理 4.6.9 和 假设 ,对 每 个 ze 5,(z,f) 是 
5 的 Fuzzy 素 子 集 ， 进一步 地 ， 存 在 ze 8 使 得 fc (z,f). 否则 f= (z,f)vz e 5. 
由 定理 4.6.8, 1 是 常数 . 矛盾 . 证 毕 . 口 

如 果 了 是 3 的 Fuzzy 理想 ， 用 f。 表示 S 上 的 一 个 等 价 关系 ， 定 义 如 下 : 


fo : = {(z,9) Nz,f) = (y,f)}. 


4.6.14 定理 ” 设 5 是 可 换 半 群 且 f 是 3 的 Fuzzy 理想 . 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) fo 是 5 的 同 余 ; 

(2) 如 果 f 是 Fuzzy 半 素 的 ， 则 f 是 S 的 半 格 同 余 . 

证 (1) 要 证 f。 是 S 上 的 同 余 ， 我 们 仅 要 证 包 关于 5 的 乘法 是 相 容 的 ， 设 
(z,y) e fp,cE 5S. 则 (zc,yc) e fo. 事实 上 ， 


(vz € 5) (ze, f)(z) = f(zcz) = (7, f)(cz) 
= (y,f)(cz) (因为 (z,f) = (y, 了 f)) 
= f(ycz) = (yc, f)(2). 


相似 地 ， (cr,cy) e fo 成 立 . 
(2) 设 $ 是 可 换 半 群 且 f 是 Fuzzy 半 率 ， 则 对 任意 ze 5， 


(22, 1)(2) = f(z?2) < f((22)°) < f(zz) = (x, f)(z). 
因此 (z?,f) S (z,f) 地 (z,f) 5 (z2,). 故 (z,f) = (z?, 了 ), 即 (z,z?) e fp. 证 毕 . 
口 


4.6.15 定义 ”3 的 一 个 Fuzzy 子 集 称 为 Fuzzy 3- 素 的 ， 如 果 对 任意 zlz2， 
zs3€5, 


flz17273) = max{ f(z172), f(z173)} 
= max{f (rz273), f(z271)} 


= max{f (za71), f(z372)}. 


4.6.16 定理 ” 设 S 是 半 群 昌 f 是 S 的 Fuzzy 子 集 . 如 果 f 是 Fuzzy 素 的 ， 
则 f 是 Fuzzy 3- 素 的 . 
证 设 了 是 3 的 Fuzzy 素 子 集 , 则 对 任意 zl rz,za e 3， 


f(z17273) = max{f (x1), f(x273)} 


< max{f(z172), f(T273)} < f(T17273). 
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因此 f(z17273) = max{ f(z172), f(T273)}. 因为 
f(z27173) = max{ f(z271), f(z3)} 
= max{f (7172), f(73)} = f(z17273), 
所 以 
f(z17273) = max{f(z172), f(z3)} < max{ f(T172), f(z173)} 
= max{f(z271), f(T173)} < max{f (727173), f (T27173)} 
= f(z27173) = f(T17273). 
因此 f(z1z273) = max{f (xz271), f(T173)}. 
同样 地 ， 我 们 有 
JUzizazs) = max{f (71), f(T273)} < max{jf(zazl),f(zzzs)} 
= max{f (7173), f(T273)} < max{f (727173), f (T17273)} 
= f(z17273). 
因此 f(z1z2z3) = max{f(z37z1), ftzazs)}. 证 毕 . 口 
一 般 地 ， Fuzzy 3- 素 理想 不 是 5 的 Fuzzy 素 理想 ， 下 面 给 出 反例 . 
4.6.17 例 设 5 是 半 群 其 乘法 表 如 下 ; 


a&n ~al|. 
忆 US SRS 


设 f 是 5 的 如 下 定义 的 Fuzzy 子 集 : 
f(d) =0.5, f(a) = f(b) = f(c) =0, 


则 /是 $ 的 Fuzzy 理想 . 因为 f(bc) = f(d) =0.5 关 max{f(b),f(o)}, 7 不 是 Fuzzy 
素 的 . 但 是 f 是 Fuzzy 3- 素 理想 .事实 上 ， 对 任意 z1, zz,za € 5, 我 们 有 


Z17273 € {a3,a2b,a2c,a2d, b3, b?a, b?c, bd, c3, c?a, c2b, c2d, abce, acd, bcd, abd}. 
设 ri, zs 和 z3 有 一 个 是 d. 因为 5S 是 可 换 的 且 zd = d, Vz e S, 所 以 
f(ziz273) = f(d) = max{ f(z172), f(T173)} 
= max{f(z273), f(z271)} 


= max{f(z371), f(z372)}. 
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进一步 地 ， 设 ri zz 和 zs 都 不 是 d. 则 f(z17273) 有 下 列 情形 : 
fa3) = f(6) = max{f(a?), 7(a2)j 


f(a?b) = f(b) = maxff(a),f(ab)} = max{f(ab), f(ab)}; 
fla?c) = f(d) = max{f(a’), f(ac)} = max{f(ac 0 
f(b3) = = max{f(6°), f(b7)}; 


8 
f(b?a) = f(b) = max{f(b2),F(ab)} = max{f (ab), f(ab)}; 
Je) = f(d) = max{f (6°), f(b)} = max{f(cb), f (cb)}; 
f(c) = f(c) = max{f(c?), f(c°)}; 
f(c?a) = f(d) = max{f(e?), f(ac)} = max{ f(ac), f(ac)}; 
f(c2b) = f(d) = max{f(c?), f(ac)} = max{f(cb), f(cb)}; 
f(abc) = f(d) = max{f(ab), f(ac)} = max{ f(ab), f(cb)} 
= max{f(ac), f(cb)}. 
4.6.18 定理 设 5 是 半 群 且 f 是 5 的 Fuzzy 子 集 . 如 果 f 是 Fuzzy 3- 素 的 ， 
则 f 任意 扩张 都 是 Fuzzy 素 的 .特别 地 ， 如 果 5 可 换 ， 则 f 是 Fuzzy 3- 豪 的 当 且 
仅 当 f 的 任意 扩张 是 Fuzzy 素 的 . 
证 设 f 是 Fuzzy 3- 素 的 . 则 对 任意 7,y,z€ 3， 
(z,f)(yz) = f(zyz) = max{f (zy), f(z2)} 
= max{(z, f)(y), (z, f)(z)}. 
因此 / 是 Fuzzy 素 的 . 反之 , 设 5 是 可 换 半 群 且 f 是 5 的 Fuzzy 子 集 ， 则 由 假设 
j 的 任何 扩张 是 5S 的 Fuzzy 素 子 集 . 因此 
(vz,y,z € 5) f(zyz) = (2,f)(yz) = max{f (zy), f(z2)} 
= (y,f)(72) = max{f (yz), f(z2y)} 
= (z,f)(zy) = max{f(z7), f(zy)}- 
故 /是 Fuzzy 3- 素 的 .证 毕 . OD 
4.6.19 推论 ” 设 5 是 带 有 单位 元 e 的 么 半 群 ，f 是 5 的 Fuzzy 子 集 ， 如果 
了 是 Fuzzy 3- 素 的 ， 则 f 是 Fuzzy 素 的 . 
证 设 e 是 3 的 单位 元 . 则 (e,f) = f. 因为 了 是 Fuzzy 3- 素 的 , 由 定理 4.6.18， 
(e,f) 是 Fuzzy 素 的 ， 因 此 f 也 是 Fuzzy 素 的 . 证 毕 . 口 
根据 定理 4.6.16 和 推论 4.6.19 我 们 看 出 对 么 半 群 而 言 ， Fuzzy 素 和 Fuzzy 3- 
素 是 一 致 的 . 
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4.6.20 定理 ”如 果 S 是 半 群 且 f 是 3 的 Fuzzy 半 素 理想 , 则 了 = inf{(z,j)1ze 
5}. 

证 设 f 是 $ 的 Fuzzy 理想 . 则 fC (z,f)Yz€ 5. 设 g 是 5 的 Fuzzy 了 于 和 集 使 
得 g 5 (z,f)vz € 5, 上 且 设 ye 5. 因为 f 是 Fuzzy 半 素 的 ,所 以 g(y) < (y,f)(y) := 
f(y) < f(y). 因此 9 .证 毕 . 口 

4.6.21 推论 ” 设 5S 是 半 群 且 f 是 5 的 Fuzzy 理想 如果 了 是 Fuzzy 3- 素 且 
是 Fuzzy 素 的 ， 则 f 是 5 的 所 有 包含 f 的 Fuzzy 素 理想 的 交 . 

证 ”根据 定理 4.6.18 和 定理 4.6.20 得 出 . 占 

如 果 S 是 半 格 ， 则 5 的 任意 Fuzzy 子 集 均 是 Fuzzy 半 素 的 ， 因 此 我 们 有 

4.6.22 推论 ” 设 5S 是 半 格 ， 则 任何 Fuzzy 3- 素 理想 了 是 5 的 所 有 包含 f 的 
Fuzzy 素 理想 的 交 . 

上 述 推论 如 果 没 有 假设 f 是 Fuzzy 半 素 的 ， 一 般 情 况 下 结论 是 不 对 的 ， 我 们 
有 反例 . 

4.6.23 例 设 5 是 半 群 ， 它 的 乘法 定义 如 下 : 


Rose|. 
bebanh ble 
ba na el= 
bbnhaeln 
SaaS sl|a 


设 是 5 的 Fuzzy 子 集 ， 定 义 如 下 ， 
f(a) =0.5, f(b) = fo = f(d) =0. 


则 /是 3 的 Fuzzy 理想 . 我 们 如 同上 例 一 样 可 以 证 明 f 是 Fuzzy 3- 素 的 . 但 是 f 
不 是 Fuzzy 半 素 的 ， 因 为 f(b?) = f(a) = 0.5 > f(b). 

设 A 是 5 的 所 有 包含 f 的 Fuzzy 子 集 全 体 . 首先 4 不 是 空 集 . 对 每 个 ge .4， 
9(b) > 0.5. 事实 上 , 设 9e A. 因为 a = 如 ,所 以 0.5 = f(a) < g(a) = g(b?) = 
max{g(b),g(b)} = g(b). 因此 


(MN{h J ne AD)(b) := inf{h(b) | he A} > 0.5. 
因为 (5) := 0, 所 以 (站 | he 4})(6) 关 f(b). 因 此 fz#7{h|he A}. 
4.7 Euzzy 理想 扩张 性 质 
本 节 我 们 引入 Fuzzy 理想 扩张 性 质 ， 强 Fuzzy 理想 扩张 性 质 和 Fuzzy 主 理想 
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扩张 性 质 ， 讨论 这 三 种 扩张 性 质 之 间 的 关系 和 性 质 . 假设 9 有 零 元 0, f 是 5 的 
Fuzzy 理想 ， 则 f(0) > f(z) Vz e S. 本 节 我 们 不 妨 规定 f(0) = 1. 
4.7.1 定义 ”假设 g 和 f 是 5 的 Fuzzy 子 集 9g 称 为 f 的 Fuzzy 理想 ,如 果 
gSf 且 
(Vz,y € 5) g(xy) > g(x) A f(y), g(xy) > f(x) A g(y). 


假设 7 S 5. 在 上 定义 中 ， 如 果 了 = fr,g 称 为 了 的 Fuzzy 理想 . 

根据 Fuzzy 理想 的 相关 结论 ， 我 们 有 下 列 定理 . 

4.7.2 定理 ” 设 了 是 半 群 S 的 子 半 群 . 则 7 是 了 的 理想 当 且 仅 当 广 是 了 的 
Fuzzy 理想 . 

4.7.3 定理 设 9% 和 /是 3 的 Fuzzy 子 集 , 则 9 是 j 的 Fuzzy 理想 当 且 仅 当 
对 任意 te (0,1], 如 果 ge 了 0, 则 gt 是 fi 的 理想 . 

4.7.4 定理 设 g 和 /是 5 的 Fuzzy 子 集 . 则 9 是 /的 Fuzzy 理想 当 且 仅 当 
gof Sg,fogcyg. 

4.7.5 定义 ”一 个 半 群 5 称 具有 Fuzzy 理想 扩张 性 质 (简称 FIEP), 如 果 对 5 
的 每 个 Fuzzy 子 半 群 f 和 /的 每 个 Fuzzy 理想 / 存在 S 的 一 个 Fuzzy 理想 v 使 
得 vn /=k. 特别 地 ， 如 果 对 5 的 每 个 子 半 群 了 和 了 的 Fuzzy 理想 几 存在 3 的 
Fuzzy 理想 v 使 得 vn 1r = j. 则 5 称 为 具有 强 Fuzzy 理想 扩张 性 质 . 

下 面 的 例子 试图 说 明 并 不 是 每 个 半 群 都 具有 FIEP. 

4.7.6 例 设 S=(N,+) 是 自然 数 加 法 半 群 .定义 5 的 Fuzzy 子 集 如 下 : 


1 
| 1- 二 zeN\{}, 
0, z=1, 


1 
ee { 1-2, zeN\{L3}, 
0, T= 1,3. 


则 可 以 验证 了 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 上 是 了 的 Fuzzy 理想 .假设 存在 S 的 一 个 
Fuzzy 理想 v 使 得 vn /一 则 3 一 p(2) =v(2) 和 ,因此 wv(2) > 3. 因为 v 是 5 
的 Fuzzy 理想 ， 所 以 v(3) = v(2+1) > v(2) > 3 这 意味 着 p(3) = v(3) A f(3) > 0. 
矛盾 . 

4.7.7 定理 ”一 个 半 群 S 有 FIEP 当 且 仅 当 5 的 每 个 子 半 群 了 也 有 FIEP. 

证 设 工 是 S 的 子 半 群 . 作为 一 个 半 群 T, 设 是 T 的 Fuzzy 子 集 旦 ”是 了 
的 Fuzzy 理想 .定义 

加 = { v(z). zeT, 


0, IT 
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f(z), reT, 
了 o-{ 0， ze 下 
则 f* 是 5 的 Fuzzy 子 集 且 v* 是 f* 的 Fuzzy 理想 ， 由 假设 ， 存 在 一 个 S 的 Fuzzy 
理想 使 得 un f* =v*. 因此 plrnf=vw, 这 里 plz 是 4 在 T 上 的 限制 ,显然 它 
是 了 的 Fuzzy 理想 ， 因 此 我 们 证 明了 T 有 FIEP. 反之 是 显然 的 ， 证 毕 . 口 

4.7.8 定理 ”一 个 半 群 S 有 FIEP 当 且 仅 当 它 的 每 个 同 态 像 有 FIEP. 

证 设 $ 是 5 到 5" 的 满 同 态 映 射 ， 如 果 f* 是 5* 的 子 半 群 旦 M* 是 产 的 
Fuzzy 理想 . 设 v=971(v*),f =971(f*). 则 f 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 且 容 易 看 出 v 
是 f 的 Fuzzy 理想 . 因为 5 有 FIEP, 所 以 存在 S 一 个 Fuzzy 理想 使 得 yf =v. 
设 je* = 9(p). 则 pr" 是 5* 的 Fuzzy 理想 ， 根据 定理 1.1.13, 我 们 有 事实 


GEN) = Gp NG 17) 
=pNf=v= $1(p"). 
再 根据 定理 1.1.13, py* Nf = G91 站) = 60071(j*) =p*. 证 毕 . 口 
4.7.9 注 设 feF(S). 如 果 z、 是 S 的 Fuzzy 点 且 x、 ef. 则 由 za 生成 的 f 的 


Fuzzy 理想 , 记 (zA)y 称 为 了 的 Fuzzy 主 理想 . 显然 (zA)y = zsUforsUzofUforsof. 
因此 对 任意 >e 5， 


er = av ( sap FW (en)) 
sup, 
“(sup OA) ) v (sp, GW asa A 0)) 
= nv (sp UW hale)) 


“(sp A) (sap J A at) A SO)) 
表 为 a:. 
这 样 
az (0 < az < N, z€(z)suppf, 
0, Z ¥¢ (T)suppf, 
这 里 (z)suppy 是 suppy 的 由 zr 生成 的 主 理想 . 
特别 地 ， 如 果 f = 3, 那么 (zx)y 称 为 S 的 Fuzzy 主 理想 , 记 为 (zA)s, 且 
4.7.10 定理 设 f=z、e FF(5). 则 了 在 S 中 生成 的 Fuzzy 理想 (1)s 是 


(vz € S) (zjy(z) = { 


和 , ye (z)， 


(vy e 5) (f)(y) = { 0, y¢(z). 
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这 里 (z) 是 zx 生成 的 主 理想 . 

4.7.11 定义 “一 个 半 群 5 称 为 有 Fuzzy 主 理想 扩张 性 质 (简称 FPIEP), 如 果 
对 3 的 每 个 Fuzzy 子 半 群 f 的 每 个 Fuzzy 主 理想 jy, 存在 一 个 S 的 Fuzzy 主 理 想 
vv 使 得 vn f= 

4.7.12 定理 ” 设 5 是 半 群 . 则 5 有 FIEP 当 且 仅 当 5 有 FPIEP. 

证 设 f 是 5 的 Fuzzy 了 于 半 群 ，(z)y 是 了 的 Fuzzy 主 理想 . 由 假设 存在 5 的 
一 个 Fuzzy 理想 /使 得 Any = (zs)y. 因为 z、€ jp, 所 以 (zs)snf Cnnf = (zA)1. 
显然 (z)r S (za)s Nf. 因此 (z)y = (za)s Nf 

反之 , 设 / 是 5S 的 Fuzzy 子 半 群 且 4 是 f 的 Fuzzy 理想 . 则 y= se = 


U (zpa)f: 设 v= U (zp(z))s. 则 v 是 5 的 Fuzzy 理想 ,对 任意 rule) 
xrEsupp zesupph 


(z € supp/,) 因为 S 有 FPIEP, 所 以 存在 3 的 一 个 Fuzzy 主 理想 (y,)s 使 得 (y)s nn 
f= (zz))f: 因为 (ulz))j(z) = A(z), 且 A(z) < f(z). 所 以 y= z, 入 = HA(z). 故 


vnf= UY (ee)snh= UY (zu) = 六 
rEsuppy ZTEsuppPA 

证 毕 . 口 

4.7.13 定义 “一 个 半 群 8 称 为 Fuzzy t- 半 群 ,如果 f 是 5 的 Fuzzy 理想 且 9 
是 j 的 Fuzzy 理想 . 则 9 是 5 的 Fuzzy 理想 . 

我 们 知道 ， 如 果 5 是 Fuzzy t- 半 群 ， 则 5S 是 t- 半 群 . 

4.7.14 定理 ”每 个 有 FIEP 的 半 群 是 Fuzzy t- 半 群 . 

证 设 f 是 5 的 Fuzzy 理想 且 g 是 f 的 Fuzzy 理想 .由 假设 存在 一 个 5 的 
Fuzzy 理想 使 得 hnN f= g. 显然 9 是 5 的 Fuzzy 理想 . 证 毕 . 口 

4.7.15 例 设 S={1,2,3,4,5}, 定 义 S 上 的 乘法 表 如 下 : 


ao ob 一 |. 


则 (5,-) 是 半 群 且 5 的 所 有 理想 是 {1} 和 5. 设 /是 3 的 Fuzzy 理想 . 则 = 
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U a. 因为 ya 是 5 的 Fuzzy 理想 . 所 以 py、 = 5, 且 ps = {1}. 故 


XE(0,1] 
1, z=1, 
n={ 让 


这 里 b>0. 设 v 是 的 Fuzzy 理想 . 由 定理 4.7.8, 对 任意 Ae (0.1,vsCpa 且 va 
是 ja 的 理想 . 因此 必 是 3 或 1 因为 "= 贡 j~ 所 以 
€(0,1 


(={ 1 = 

i 
这 里 4 > d > 0. 因此 wv 也 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 由 此 推出 5S 是 Fuzzy t- 半 群 . 但 是 
5 没有 FIEP. 事实 上 ， 设 


10) = B10)=$, /18)= 5, /0)=3, /(5)=0. 


90) = $90) = 3, 9(3) =3, 9(4) = 9(5) =0. 


则 /是 3 的 Fuzzy 子 半 群 且 g 是 f 的 Fuzzy 理想 .对 任意 5 的 Fuzzy 理想 / 显 
然 4Nnf zg. 


4.8 评 述 


如 同 半 群 的 理想 在 半 群 理论 研究 中 的 作用 一 样 , 半 群 的 Fuzzy 理想 对 刻 面 半 群 
的 结构 和 半 群 性 质 的 描述 起 到 至 关 重 要 的 作用 . 在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 各 类 Fuzzy 
理想 对 半 群 结构 的 影响 .本 节 综 合 了 多 位 学 者 的 思想 ,给 出 了 半 群 S 的 一 个 Fuzzy 
子 集 f 在 5 中 生成 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 ， 在 这 个 问题 的 探讨 过 程 中 我 们 先 考虑 的 
Fuzzy 点 生成 Fuzzy 理想 Li09. 进一步 地 ， 设 为 有 单位 元 的 半 群 ，1995 年 ，Mo 和 
Wangls5 得 出 由 Fuzzy 子 集 f 生成 的 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 、 Fuzzy 内 理想 、 Fuzzy 
双 理想 的 描述 .在 半 群 $ 有 单位 元 的 情况 下 ， 1999 年 ， Xieli13] 从 另 一 个 角度 给 
出 了 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 的 生成 Fuzzy 理想 等 问题 ， 推 广 了 Mo 和 Wang 的 结 
果 . 

2002 年 ， Xiel123l 引入 了 半 群 S 的 Fuzzy 理想 扩张 性 质 FIEP, 强 Fuzzy 理想 
扩张 性 质 SFIEP, 证 明 S 有 FIEP 当 生 仅 当 $S 的 每 个 同 态 像 有 FIEP 性 质 ， 该 文 给 
出 了 带 有 SFIEP 性 质 的 循环 半 群 的 刻画 . 1992 年 ， Mclean 和 Kummerl39 注意 
到 了 5 的 Fuzzy 理想 与 5 的 Green 关系 之 间 的 联系 ,同时 关注 到 S 的 任 一 模糊 理 
想 是 S 的 理想 的 特征 函数 的 适当 线性 组 合 逼近 而 得 出 .从 而 可 进一步 讨论 5 的 所 
有 Fuzzy 理想 所 诱导 的 拓扑 及 其 拓扑 性 质 . 
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继 Liull 之 后 , 有 很 多 数学 家 在 环 RR 中 引入 和 研究 模糊 素 理想 , 证 明 RR 的 一 个 
Fuzzy 理想 是 Fuzzy 素 的 当 且 仅 当 Imf = {1,8},5e(0,1) 且 ={rzeR|f(z)= 
1} 是 素 的 设 S 为 半 群 ， 我 们 给 出 各 种 Fuzzy 素 理想 的 刻画 .我 们 注意 到 在 讨论 
半 群 5 的 Fuzzy 素 理想 时 ， 我 们 不 大 用 到 5 的 结合 律 ， 所 以 Kehayopulu, Xie 和 
Tsinglisl29 将 Puzzy 素 理想 的 讨论 进一步 推广 到 群 胚 中 去 就 是 很 自然 的 了 . 除了 以 
上 一 些 特殊 的 Fuzzy 理想 外 ， 岑 嘉 评 、 陈 得 刚 和 吴 从 类 [9 定义 了 Fuzzy 拟 对 称 
理想 讨论 了 它们 的 根 ， 关 于 Fuzzy 理想 的 根 的 讨论 我 们 在 文献 [19] 还 能 见 到 ， 这 
给 我 们 今后 的 研究 开辟 了 一 个 新 的 方向 . 
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本 章 我 们 用 Fuzzy 数学 方法 和 Fuzzy 理想 系统 研究 正则 半 群 、 完 全 正则 半 群 、 
拟 正则 半 群 、 内 豪 正则 半 群 等 . 


5.1 正则 半 群 


一 个 可 换 的 备 等 的 半 群 称 为 半 格 . 设 5S 是 一 个 半 群 ，Y 为 半 格 . 设 yp 为 8 到 Y 
的 满 同 态 , 则 每 个 子 集 ap-! = {fae 5 | y(a) = a} 是 5 的 子 半 群 . 现 记 Sa = ap-1， 
则 5S=Uoey Sa, 且 SanSa=0a,B8EY,a##B. 进 一 步 地 ，5aSg 5 Sap, 这 里 ap 
是 a 和 6 在 Y 中 的 积 . 通过 以 上 分 析 , 我 们 可 以 得 出 : 一 个 半 群 5 称 为 是 型 了 - 半 
群 的 半 格 , 如 果 存 在 一 个 半 群 徐 {5。}aey, Y 是 半 格 ， 且 每 个 Sa 是 型 了 - 半 群 ，5 
是 所 有 Sa 的 无 交 并 ， SaSe 和 58S。 均 包 含 在 5 的 同一 个 子 半 群 Sk,k EY 中 . 
相似 地 ， 我 们 可 以 定义 型 7- 群 半 格 , 型 7- 半 群 带 等 . 

5.1,1 定 义 设 4 为 5 非 空子 集 ，4 称 为 广义 双 理想 如果 4S4 C A. 

5.1.2 定理 “正则 半 群 的 广义 Fuzzy 双 理想 是 Fuzzy 双 理想 . 

证 设 /是 半 群 S 的 广义 Fuzzy 双 理 想 ，a,be 5. 因为 3 是 正则 的 ， 所 以 存 
在 z 使 得 bzb ==b, f(ab) = f(a(bzb)) = f(a(bz)b) > min(f(a),f(b)). 这 意味 着 f 是 
Fuzzy 子 半 群 。 因 此 / 是 Fuzzy 双 理 想 . 证 毕 . 口 

下 面 引 理 见 文献 {27]j, [59], [60], [64j 

5.1.3 引 理 (Lajos 引 理 ) ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 正则 的 ; 

(2) 设 4 为 5 的 广义 双 理想 ，L 为 5 的 左 理想 ，ANL ES 47; 

(3) 设 4 为 5 的 广义 双 理 想 ，L 为 5 的 左 理想 RR 为 5S 的 右 理想 ，RNANL CE 
RAL. 

5.1.4 引 理 (Lajos 引 理 ) 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) S 是 正则 的 ; 

(2) 设 B 为 5S 的 双 理想 ，B= BSB. 

5.1.5 引 理 (Lajos 引 理 ) ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5S 是 正则 的 ; 

(2) 对 3 的 每 个 双 理想 B 和 理想 J, BJB= BNJ. 

5.1.6 引 理 (Iseki 引 理 ) ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
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(1) 5 是 正则 的 ; 
(2) 对 S 的 每 个 左 理想 L 和 每 个 右 理 想 R, RL = RNL. 
下 面 我 们 通过 Fuzzy 对 象 给 出 正则 半 群 的 刻画 . 
5.1.7 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
(1) 5 是 正则 的 ; 
(2) 设 f 为 S 的 Fuzzy 双 理 想 ，f =foSof. 
证 (1) 二 (2). 设 f 为 5 的 Fuzzy 双 理想 ，ae 5S. 因 为 S 是 正则 的 ， 存 在 
Zz E 5 使 得 a = aza, 因此 
(foSof)(a) = Sup [min{(f 0.5)(y), f(z)}] 
> min{(f 0 S$)(az), f(a)} 
> min{ sup lmin{/(p), S(9)}], f(0)} 
> min{min{f(a), S(7)}, f(a)} 
> min{min{f(a),1}, f(a)} = f(a). 
从 而 fo Sof 2 f. 因 为 是 5 的 Fuzzy 双 理想 根据 引 理 2.2.1, fC fo5Sof. 故 
/=/foSof. 
(2) 二 (1). 设 4 为 5 的 双 理想 ，ae 4. 则 
Sup [min{(/a © 5)(y), fa(z)}] 
= [(fao5)o fal(o) = fa(o)=1. 
这 意味 着 存在 b,ce 3 使 得 a = bc, (f4o 5)(b) = fa(c) = 1. 因此 


sup [min{ fa(p), S(q)}] = (fa 0 5)(b) = 1. 
b=pg 


这 意味 着 存在 d,e < 5 使 得 b= de, fa(d) = S(e) = 1. 因此 d,ce h,e € 5. 从 而 
4a=bc= (de)ce ASA. 因 为 4 是 5S 的 双 理想 , 反 包含 关系 当然 成 立 , 故 4 = 454. 


由 引 理 5.1.4, 5S 是 正则 的 . 证 毕 . 口 
5.1.8 练习 ”一 个 半 群 是 正则 半 群 当 且 仅 当 对 5 的 每 个 广义 Fuzzy 双 理 想 f 
f=foSof. 
5.1.9 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
(1) 5S 是 正则 的 ; 


(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 双 理想 f 和 Fuzzy 理想 g, fo0gof = fnog- 
证 (1) 一 (2). 设 f 和 9g 分 别 是 5 的 Fuzzy 双 理想 和 Fuzzy 理想 则 
fogof CfoSof Cf,fogof C50goS Cgo5Cyg. 因 此 fogof Cfng. 为 7 证 
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明 逆 包含 关系 , 取 a € 5. 因为 是 5 止 则 的 , 所 以 存在 z 元 素 使 得 a = aza = (arazoa)， 
又 9 为 3 的 Euzzy 理想 ，9(zar) > g(az) > g(a). 因此 
fogof(a)= Sup [min( f(y), (g°f)(z))] 
in{f(a), (go f)(zara)} 
in{j(a)， up lmin{g(p), f(aq)}} 
in{f(a), min{g(zar), f(a)}} 
in{ f(a), min{g(a), f(0)}} = min{ f(a), g(a)} = (f N 9)(a). 


吕 电 


WA 
8 B 


故 fng2 fog. 从 而 ， fng=fog. 

(2) 一 (]). 设 (2) 成 立 , 设 R 为 5S 的 右 理想 ，L 为 5 的 左 理想 ,为 了 证 明 
RNLC RL. 设 a€E RNL. 则 fr(a)= fi(a)=1. 因 为 fz 和 fa 分 别 为 5 的 Fuzzy 
左 理想 和 Fuzzy 右 理想 ， 因 此 fan fc= frofL. 则 


Sup (min(/R(y), fz(2)) = (feo fr)(a) = (frN fr)(a) 
= min(fa(a), fr(a)) = 1. 


这 意味 着 存在 b,c e S 使 得 a = bc, frR(b) = 万 (c) = 1. 因此 a= bce RL, 即 
RNLC RL. 由 引 理 5.1.6, S 是 正则 的 . 证 毕 . 口 

5.1.10 练习 ” 问 ， 将 上 定理 (2) 中 的 Fuzzy 双 理 想 换 为 Fuzzy 广义 双 理 想 ， 
上 定理 还 成 立 吗 ? 

5.1.11 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 正则 的 ; 

(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 f 和 Fuzzy 右 理想 g, fog = f ng. 

证 (1) 二 > (2). 设 f 和 9g 分别 是 5S 的 Fuzzy 右 理想 和 Fuzzy 左 理想 ， 则 
jogc foSCf,fogC<5ogC yg. 因此 fogC /ng. 为 了 证 明 逆 包 含 关系 ， 取 
ae 5. 因为 是 5 正则 的 ， 所 以 存在 z 元 素 使 得 a = aza. 因此 


Jog(o) = Sup lmin( f(y), 9(z))] 
> min{f(az), g(a)} 
> min{f(a), 9(0)} = (f Ng)(a). 
故 fngc fog. 
(2) 二 > (1). 由 假设 因为 5 本 身 是 5 的 Fuzzy 理想 , 所 以 f = /ns = fe 


由 定理 5.1.7, 5S 是 正则 的 . 
5.1.12 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
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(1) 5 是 正则 的 ; 
(2) 对 3 的 每 个 Fuzzy 双 理 想 f 和 每 个 Fuzzy 左 理 想 g, f NgC fo9g; 
(3) 对 5 的 每 个 Fuzzy 广义 双 理 想 f 和 每 个 Fuzzy 左 理想 g, f Ng Cf og; 
(4) 对 3 的 每 个 Fuzzy 双 理 想 f 和 每 个 Fuzzy 左 理想 g, 每 个 Fuzzy 右 理想 人 
hNfNgShofog; 
(5) 对 5 的 每 个 Fuzzy 广义 双 理想 f 和 每 个 Fuzzy 左 理想 9, 每 个 Fuzzy 右 理 
想 h,hNnfNngChofog. 
证 (1) 二 > (2). 设 f 和 9 分别 是 5 的 Fuzzy 双 理想 和 Fuzzy 左 理想 ，a€ 5. 
因为 是 S 正则 的 ， 所 以 存在 x 元 素 使 得 a = aza. 因此 
fog(a) = Sup min(f(y), g(2)) 
> min(f(a),g(za)) > min(f(a), g(a)) 
= (f Ng)(o). 


故 fngS fog. 

(2) 一 (3). 显然 . 

(3) 一 (1). 假设 4 和 工分 别 为 5 的 广义 双 理想 和 左 理想 ， ae ANL. 我 们 
知道 fa 是 5S 的 Fuzzy 广义 双 理 想 ，fi 是 S 的 左 理想 . 由 假设 fa ngr C faogL, 
因此 ， (Jaogz)j(a) > (fa Ngr)(a) = min(fa(a),gr(a)) = 1. 当然 (1aogr)j(a) #0. 
我 们 有 supa=y:(min(fa(y),gL(z)) = (fa 。9L)(a) = 1. 这 意味 着 存在 uce S,a = bc 
使 得 fa(b) = gL(c) = 1. 因 此 ae=bce4. 故 4nZS4oZ. 由 引 理 5.1.3, 5 是 正 
则 的 . 

(1) 一 (4). 对 5 的 每 个 Fuzzy 双 理想 f 和 每 个 Fuzzy 左 理想 9, 每 个 Fuzzy 
右 理 想 h, a € 5S, 因为 S 是 正则 的 ， 存 在 re 5 使 得 a = aza. 因此 


(hofog)(a) = Sup (min(h(y), (f 09)(z)) 
min(h(az), (f° g)(a)) 
min(h(a), Sup (min(f(p), 9(q)))) 
> min(h(a), min(f(a), g(xa))) 
> min(h(a), min(f(a), g(a))) 
> 


(anyfng)(o). 


故 hofog2hNnjfnog. 

(4) 二 > (5). 显然 . 

(5) 一 (1]). 设 (5) 成 立 , 设 4 为 5 的 广义 双 理 想 ，L 为 5 的 左 理想 ，R 为 5 
的 右 理想 ，ae RN ANL. 则 f4,fr 和 fe 分 别 为 S 的 Fuzzy 广义 双 理想 ， Fuzzy 
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左 理想 和 Fuzzy 右 理想 . 因此 fan fanfcc frofaofr: 则 


(fraNfaNfr)(a) < frofaofr(a) 
= min(fr(a), fa(a), f(a))=1. 


因此 , (faNfaNfri)(a) #0. 有 supays(min(fRofa)(y), fi(2))=((fRofa)ofr)(a)=1. 
这 意味 着 存在 b,c e 5 使 得 a = bc, frofa(b) = 1,fz(c) = 工 因 此 ，(JanyJa) 亿 天 0. 
且 sups=pa(min(fR(p),f4(q)) = (frofa)(b) = 1. 这 意味 着 存在 ee 5 使 得 b= de， 
fR(d) = 1,f4(e) = 1. 因 此 a=bc= (de)ce RAL, 即 RNANLcC RAL. 由 引 理 
5.1.3, S 是 正则 的 .证 毕 ; 口 
5.1.13 定理 ” 设 5 为 正则 半 群 ，f 为 5 的 Fuzzy 子 集 ， 下列 各 款 等 价 ; 
(1) f 为 5 的 Fuzzy 双 理 想 . 
(2) f 可 以 表 为 f=goh, 其 中 hh 为 5 的 Fuzzy 左 理想 ，g 为 5 的 Fuzzy 右 理 
证 假设 (1) 成立， 由 5S 是 正则 的 ， 根 据 定理 5.1.7, f = fo5of. 因 此 


f= fosof=jfoso(fo5so 有 
= [fo(Sof)o(Sof) Cc (fo8)o(So7) 
= fo(SoS)of CfoSof Cf. 


从 而 ，/ = (fo。5)o(So). 另 一 方面 ，(f05)oS=fo(So5)Cfo5. 因 此 fo5 
是 5 的 Fuzzy 右 理想 .相似 地 ， 我 们 可 以 证 明 Sof 是 5 的 Fuzzy 左 理想 . 

反之 , 假设 (2) 成 立 ， 即 f 可 以 表 为 了 = goh, 其 路 为 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 
9 为 3 的 Fuzzy 有 理想 . 因为 5 的 每 个 Fuzzy 右 理想 (Fuzzy 左 理想 ) 均 为 5 的 
Fuzzy 双 理 想 ， 由 定理 2.2.1, goh 也 为 5 的 Fuzzy 双 理 想 . 证 毕 . 口 


5.2 ”内 计 正 则 半 群 


本 节 我 们 以 Fuzzy 左 理想 ， Fuzzy 右 理想 ， Fuzzy 双 理 想 等 为 工具 刻画 内 个 
正则 半 群 . 

5.2.1 定义 一 个 半 群 5 称 为 内 梨 正 则 的 ,如 果 (Va e S) (3z,y € 5) a = za?y. 
等 价 地 ， ae Sa25. 

我 们 知道 ， 一 个 半 群 5 是 内 豪 正 则 的 当 且 仅 当 它 是 单 半 群 的 半 格 [9l. 

5.2.2 引 理 (Lajoslsg) ” 设 5 为 半 群 下列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 内 豪 正 则 的 ; 

(2) 对 5 的 每 个 左 理想 工 和 每 个 右 理想 R, RNL C LR. 

5.2.3 引 理 (Lajostsg) ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
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(1) 5 是 正则 和 内 裹 正则 的 ; 

(2) 对 S 的 每 个 双 理想 B, B? = 

(3) 对 3 的 任意 双 理想 4,B, AN BC 4oB; 

(4) 对 5 的 每 个 左 理想 工 和 每 个 双 理想 B, BNLC LBnN BL; 

(5) 对 5 的 每 个 双 理想 B 和 每 个 右 理想 R, RN B C BRN RB; 

(6) 对 5 的 每 个 左 理想 L 和 每 个 右 理想 R, RN LC LRNRL. 

5.2.4 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 内 带 正 则 的 ; 

(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 理想 f, f(a) = f(a?),Ya€ 5. 

证 (1) 二 (2). 设 f 是 5 的 Fuzzy 理想 ，ae 5. 因 为 $ 是 内 玄 正 则 的 ， 因 
此 存在 z,ye S 使 得 a = za?y. 则 


f(a) = f(za?y) > flazy) > f(a?) > f(a). 


因此 f(a) = f(a?). 

(2) 一 (1). 假设 (a?) 为 a? 生成 的 理想 ， 则 f(s2) 为 5 的 Fuzzy 理想 ， 由 假 
设 ， ta)(a) = ftar)(a?) =1. 所 以 ae (a?) = {a?}U Sa?Ua?SU Sa25. 由 此 可 以 推 
出 ae Sa?5. 故 3 是 内 惠 正 则 的 . 证 毕 . 口 

5.2.5 定理 ”假设 5 是 内 应 正则 的 ， 则 对 3 的 每 个 Fuzzy 理想 f, f(ab) = 
Jo,vabe 8 

证 设 3 是 内 庄 正则 半 群 ，abe 5S. 则 由 定理 5.3.4， 


f(ab) = 7((ab)2) = f(a(ba)b) > f(ba) 
= f((ba)’) = f(b(ab)a) > f(ab). 
因此 f(ab) = f(ba). 证 毕 . 口 
5.2.6 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
(1) 5S 是 内 让 正则 的 ; 
(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理 想 9 和 每 个 Fuzzy 右 理想 f, f ng Cgof. 
证 (1) 二 (2). 假设 是 5 的 Fuzzy 右 理想 , 假设 g 是 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 
as3. 因 为 3 是 内 京 正则 的 ， 因 此 存在 z,y e 5 使 得 a = za?y. 


(f og9)(a) = suplmin{g(b), f(o))] 
> min{g(za), f(ay)} > min{g(a), f(a)} 
= (f Ng)(o). 


故 fngS fog 成立. 
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(2) 一 (0). 设 尺 和 工分 别 为 5 的 右 理想 和 左 理想 ， aE LN R. 因 为 fL 和 
JR 分 别 为 3 的 Fuzzy 左 理想 和 Fuzzy 右 理 想 . 由 假设 ， 


:up [min{f(p), fa(q)}] 
= (fro fr)(a) z (fr nN fr)(a) 
= min{fr(a), fra(a)} = 1. 


这 意味 着 存在 b,c e 5 使 得 f(b) = fr(c) = 1,4a = bc. 因此 a= bce LR. 由 4a 的 任 
意 性 ， RNLC LR. 根 据 引 理 5.2.2, S 是 内 京 正则 的 .证 毕 . 口 
5.2.7 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
(1) 3 是 正则 和 内 庄 正 则 的 ; 
(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 双 理想 f, 12 = 月 
(3) 对 5 的 任意 Fuzzy 双 理想 f,g, f ng C (f 09) (go 有 ); 
(4) 对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 f 和 每 个 Fuzzy 双 理 想 g, fng < (fog)n(gof) 
(5) 对 5 的 每 个 Fuzzy 双 理 想 B 和 每 个 Fuzzy 右 理想 R, fng S (fog)n(go7) 
(6) 对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 L 和 每 个 Fuzzy 右 理 想 R, fng S (fo0g)n(go7). 
证 (1) 一 (3). 假设 (1) 成 立 对 5 的 任意 Fuzzy 双 理想 f,g 及 ae 5. 因 
为 5S 是 正则 的 ， 所 以 存在 z e 3 使 得 a = aza(= azaza). 又 S 是 内 个 正则 的 ， 存 
在 y,z&€ 5 使 得 a = ya2z. 因此 


; 


a = ara = azaza = az(ya2z)za = (azya)(azza)， 


因为 f,9 均 为 Fuzzy 双 理 想 , 所 以 f(azya) > min{f(a), f(a)} = f(a), 且 g(azza) > 
min{g(a), g(a)} = g(a). 因此 


(fog)(a) = Sup [min{f(p), 9(9)}] 
> min{f(arya), g(azza)}] 
> min{f(a), g(a)} = (f Ng)(a). 


由 此 得 出 fng S fog. 同 理 可 类 似 地 推出 fng Cgof. 故 (3) 成 立 . 

因为 每 个 Fuzzy 左 ( 右 ) 理想 是 Fuzzy 双 理 想 , 因此 (3) 二 (4), (4) 一 (6),(3) 全 
(2).(3) 过 (5) 和 (5) 全 (6) 显然 . 

(6) 一 (1). 假设 / 和 9 分 别 是 5 的 Fuzzy 右 理想 和 Fuzzy 左 理想 . 由 假 
设 fng Cc (f。9)n(gof) Cc gof. 根据 定理 5.2.6, S 是 内 个 正则 的 . 另 一 方面 ， 
fnNgS (fogN(gof) Sfog 又 fogEfoScf,fogC5ogCyg. 因 此 
fogS fng. 故 fo9=fNng. 根 据 定理 5.1.11,5 是 正则 的 . 
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(2) 一 (1). 假设 已 是 5 的 双 理想 ， 因 为 B 的 特征 函数 fs 是 S 的 Fuzzy 双 
理想 ， 我 们 有 sups=py[min{fB(p), fa(q)}] = (f8o fa)(a) = fa(a) = 1. 这 意味 着 存 
在 bce3S 使 得 ac=bc, fp(b) = fe(c)=1. 因 此 a=bae BB, 即 BCBB. 因 为 B 
是 双 理想 ， 逆 包含 关系 总 是 成 立 的 ， 所 以 B? = B. 根据 引 理 5.2.3, 5 是 正则 和 内 豆 
正则 的 ， 证 毕 . 口 

5.2.8 定理 ”假设 5S 是 内 训 正 则 的 . 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 

(1) 了 是 5 的 Fuzzy 理想 ; 

(2) f 是 5 的 Fuzzy 内 裹 理想 . 

证 (1) 推 (2) 显然 .假设 (2) 成 立 a,b,u,ve S, 因 为 S 是 内 车 正则 的 , 所 以 存 
在 z,y eS 使 得 a = za2y,b= ubv. 因此 f(ab) = f(za?yb) = f((za)a(yb)) > f(a), 
且 f(ab) = f(aub?v) = f((au)b(bv)) > f(b). 这 意味 着 f 是 S 的 Fuzzy 理想 . 证 毕 . 

口 


5.3 ”完全 正则 半 群 与 左 单 群 半 格 


本 节 我 们 以 Fuzzy 左 理 想 、 Fuzzy 右 理想 、 Fuzzy 双 理想 和 Fuzzy 拟 理想 等 
为 工具 刻画 完全 正则 半 群 与 左 单 群 半 格 . 

5.3.1 定义 ”一 个 半 群 3 称 为 完全 正则 的 , 如 果 (va e 5) (3z € S) aza = 
aazr = Za. 5S 称 为 左 正则 ( 右 正则 ), 如 果 (Ya € S) (3z € S) a = ra?(a = a2z). 

我 们 有 完全 正则 半 群 的 刻画 . 

5.3.2 定理 9 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 完全 正则 的 ; 

(2) 5 为 群 并 (无 交 ); 

(3) $ 是 既是 左 正则 又 是 右 正则 的 ; 

(4) ae a2Sa2,Yae 3. 

类 似 于 定理 5.2.4 的 证 明 ， 我 们 可 以 完成 以 下 练习 . 

5.3.3 练习 ” 设 5 为 半 群 下列 各 款 等 价 : 

(1) 5S 是 左 正则 的 ; 

(2) 对 S 的 每 个 Fuzzy 左 理想 f, f(a) = fla2),vae 3. 

5.3.4 练习 设 3 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 右 正则 的 ; 

(2) 对 S 的 每 个 Fuzzy 右 理想 f, f(a) = f(a?),Va eS. 

5.3.5 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 3 是 完全 正则 的 ; 

(2) 对 S 的 每 个 Fuzzy 双 理 想 f, f(a) = f(a?), va € 5; 
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(3) 对 S 的 每 个 Fuzzy 右 理想 f, Fuzzy 左 理 想 g, f(a) = f(a?),g(a) = g(a?),va € 
5. 

证 ”由 以 上 两 个 练习 以 及 定理 5.3.2, (1) 和 (3) 等 价 .下面 我 们 证 明 (1) 和 (2) 
等 价 . 假设 S 是 完全 正则 的 ， f 为 的 双 理想 ，ae S. 则 


f(a) = flaza) = f(azazara) = fazzsa2) > min{f(a?, f(a?)} = f(a?) 
= flaara) > min{ f(a), f(a)} = f(a) 


因此 f(a) = f(a?), 即 (2) 成 立 . 反之 , 假设 (2) 成 立 ，Ya e 5, a?Sa? 是 5S 的 双 理 想 . 
因此 jaaso 为 5 的 Fuzzy 双 理 想 . 根据 假设 /ssaa(a) = fazsar(a?) = fazsar(a4) = 
farsar(a5). 因为 as € a?Sa?, 所 以 farsar(a) = farsaz(as) = 1, 即 a € a?Sa?. 由 定理 
5.3,2, 5 是 完全 正则 的 . 证 毕 . 口 

下 面 的 引 理 归于 Lajosls9 

5.3.6 引 理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 左 单 半 群 的 半 格 ; 

(2) 3 为 左 正则 的 且 对 3 的 任意 两 个 左 理想 4, B, 4B = BA; 

(3) 5 为 左 正则 的 且 是 左 舵 的 ; 

(4) 5 的 左 理想 集 关 于 子 集 的 乘法 构成 半 格 . 

5.3.7 练习 设 S 是 左 ( 右 ) 正则 半 群 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 ; 

(1) 5 是 左 ( 右 ) 舵 的 ; 

(2) 5 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 舵 的 . 

关于 左 单 半 群 的 半 格 的 刻画 , 读者 可 以 参看 文献 [79]. 我 们 这 里 给 出 它 的 Fuzzy 
系统 的 刻画 . 

5.3.8 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 左 单 半 群 的 半 格 ; 

2) S 的 每 个 Fuzzy 左 理想 f, f(a) = f(a?), f(ab) = f(ba), Va,b € 5S; 

(3) 5S 是 左 正则 的 且 5S 是 Fuzzy 左 舵 的 ; 

(4) 对 3 的 任意 Fuzzy 左 理想 f,g, f ng = fogi 

(5) 3 的 Fuzzy 左 理想 集 关 于 Fuzzy 子 集 的 乘法 构成 半 格 . 

证 (1) 一 (2). 设 5 是 左 单 半 群 的 半 格 . 对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 f, 由 定 
理 5.3.5 和 练习 5.3.3, f(a?) = f(a). 再 根据 定理 5.3.5 和 练习 5.3.7, f 是 5 的 Fuzzy 
理想 . 因此 f(ab) = f((ab)?) = f(a(ba)b) > f(ba). 类 似 地 ,可 以 证 明 f(ba) > f(ab). 
所 以 ， f(ab) = f(ba). 

(2) 一 (1D). 假设 (2) 成 立 . 则 5 是 左 正则 的 . 设 4,B 是 5 的 两 个 左 理想 ， 
as Ah,be B. 则 fz(so) 是 S 的 Fuzzy 左 理想 . 因为 ba es L(ba), 所 以 fi(va)(ab) = 


第 5 章 ”正则 半 群 Zl 


frtva)(ba) =1, 即 abe L(ba) = {ba}U SbaC BAUSBAC BA. 因 此 ABC BA. 对 
称 地 ， 我 们 可 以 证 明 BA C 4B. 

由 引 理 5.3.6 和 练习 5.3.7, (1) 一 (3). (4) 一 (5) 显然 . 

(3) 一 (4). 对 5 的 任意 Fuzzy 左 理想 f,g, ae 5. 因为 $ 是 左 正则 的 ， 所 以 
存在 ze 5 使 得 a = za?. 因此 


(fog)(a) = sup lmin{f(y),9(2))] 
> min{f(za), g(a)} > min{f(a), g(a)} 
= (fng)(o)， 
即 fNgCfog. 
另 一 方面 ，g 又 是 S 的 Fuzzy 右 理想 ， 所 以 
(fog)(o) = Sup [min{f(y), 9(z)}] 
< sup [min{f (yz), g(yz)}] 
Sip [min{ f(a), g(a)}] 
= (f Ng)(a), 
即 fng2fog. 以 上 证 得 fng= fog. 
(5) 一 (1). 为 了 证 明 (1), 设 4,B 为 5 的 左 理想 ，ae 4B. 则 存在 b,ce S 使 
得 a=bc. 又 fa 和 fa 是 5 的 Fuzzy 左 理想 ， 因 此 
Sup [min{ fa(y), f4(2)}] = (fpo fa)(a) 
= (fao fa)(a)= sup [min{ fa(y), f(z)}] 
> min{fa(b), Je(c)} =1. 
这 意味 着 存在 p,q e 3 使 得 a = pq, fp(p) = fa(q) = 1. 因此 4a= pge BA. 则 
AB Cc BA. 类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 BA Cc 4B. 故 4B = BA. 
因为 fao f4 = f4, 所 以 对 任意 a € 4, supa=yslmin{fa(y), fa(z)}] = (fao 
f4)(a) = fa(a) = 1. 因此 存在 b,ce S 使 得 a = bec, f4(b)= fa(c)=1. 故 a=bce 
44, 即 4S A?. 又 因为 f4 为 S 的 Fuzzy 左 理想 , 逆 包 含 关系 当然 成 立 . 根据 引 理 
5.3.6, 5 是 左 单 半 群 的 半 格 .证 毕 . 口 
对 偶 地 ， 我 们 有 


5.3.9 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 
(1) 5 是 右 单 半 群 的 半 格 ; 
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(2) S 的 每 个 Fuzzy 右 理想 f, f(a) = f(a?), f(ab) = f(ba),va,be S; 

(3) S 是 右 正则 的 且 S 是 Fuzzy 右 舵 的 ; 

(4) 对 5 的 任意 Fuzzy 右 理想 f,g, fng= fog; 

(5) 5 的 Fuzzy 右 理想 集 关 于 Fuzzy 子 集 的 乘法 构成 半 格 . 

下 面 我 们 给 出 Fuzzy 单 半 群 ( 左 ， 右 单 ) 的 定义 ， 并 进一步 讨论 Fuzzy 单 半 群 
( 左 ， 右 单 ) 和 单 半 群 ( 左 ， 右 单 ) 的 关系 . 

5.3.10 定义 ”一 个 半 群 S 称 为 Fuzzy 左 单 的 ( 右 单 的 ), 如 果 5 的 每 个 Fuzzy 
左 理想 ( 右 理想 ) 是 常数 ， 一 个 半 群 5 称 为 Fuzzy 单 的 , 如 果 5 的 每 个 Fuzzy 理想 
是 常数 . 

5.3.11 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 左 单 半 群 ; 

(2) S 是 Fuzzy 左 单 半 群 . 

证 (1) 一 (2). 设 5 是 左 单 半 群 ，a,be 5. 存在 z,ye 5 使 得 b= za,a = wb. 
对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 f, f(a) = f(yb) > f(b) = f(za) > f(a). 故 了 是 常数 

(2) 一 (1). 假设 (2) 成 立 ， 4 为 5 的 左 理想 . 则 f4 为 5 - Fuzzy 左 理想 . 
由 假设 fa 为 常数 ， 因 为 4 不 为 空 集 ， 只 有 f4 = 1. 因此 8 = 4. 证 毕 . 口 

作为 练习 ， 类 似 地 我 们 可 以 证 明 : 

5.3.12 练习 设 S 是 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 : 

(1) S 是 右 单 的 当 且 仅 当 S 是 Fuzzy 右 单 的 . 

(2) S 是 单 的 当 且 仅 当 5S 是 Fuzzy 单 的 . 

(3) S 是 群 的 当 且 仅 当 5S 是 Fuzzy 右 单 的 和 Fuzzy 左 单 的 . 

5.3.13 定理 ” 设 5 为 左 单 半 群 则 5 的 每 个 Fuzzy 双 理想 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 
理想 . 

证 设 f 是 5 的 Fuzzy 双 理 想 ，a,be 5. 因为 5 是 左 单 的 存在 ze 5 使 得 
b= Za. 因此 f(ab) = f(aza) > min{f(a), f(a)} = f(a). 这 意味 着 f 是 5 的 Fuzzy 
右 理想 ， 同 理 我 们 可 以 证 明 f 是 S 的 Fuzzy 右 理想 . 证 毕 . 口 

5.3.14 定理 ” 设 5 为 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 

1) 3 是 单 的 ; 

(2) 3 是 内 桌 正 则 和 阿 基 米 德 的 . 

证 假设 5 是 单 的 , 则 5 的 每 个 Fuzzy 理想 是 常数 .因此 (va e 5) f(a) = f(a?). 
由 定理 5.2.4, 8 是 内 庄 正 则 的 ,为 了 证 明 5 是 阿 基 米 德 的 ， 设 a,be 5. 因为 9 是 
单 的 ， 所 以 存在 z,y < 3 使 得 a= zby. 

反之 , 假设 (2) 成 立 ， 设 了 是 S 的 Fuzzy 理想 .由 定理 5.2.4, f 是 半 素 的 . 再 
由 定理 3.1.3, / 是 常数 .因此 5 是 单 的 . 证 毕 . 口 

一 个 半 群 称 为 是 弱 可 换 的 , 如 果 a.be 5, 存在 ne N 使 得 (ab)" < bSa. 
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5.3.15 引 理 (Petrichls0) ”每 个 弱 可 换 半 群 是 阿 基 米 德 半 群 的 半 格 . 

5.3.16 引 理 (Clifford etc.05) ”S$ 是 群 当 目 仅 当 5 不 含 真 的 拟 理想 . 

5.3.17 定理 ” 设 5 为 无 零 元 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 群 ; 

(2) 3 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 是 常数 . 

证 假设 (1) 成 立 ，f 为 5 的 Fuzzy 拟 理想 ，abe 5. 因为 8 是 群 ， 所 以 存 
在 z,ye3 使 得 a= bz = vb. 因 此 


f(a) > ((f 08)N (sof))(a) 
= min{(f° 5)(a), (So f)(a) 
并 min{ sup fmin{ /(p), S(q)}], sup lmin{S(p), (9)}]} 
> min{min{ f(b), S(z), S(y), f(b)}} = f(b). 


对 称 地 ， 我 们 可 以 证 明 f(b) > f(a). 因此 S 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 是 常数 . 

反之 ,假设 (2) 成 立 ， 设 5 不 是 群 ， 则 5 包含 真 的 拟 理想 Q. 这 时 ， fo 是 5 
的 Fuzzy 拟 理想 ， 但 它 不 是 常数 ， 矛 盾 . 因此 5 是 群 .证 毕 . 口 

5.3.18 定理 ” 设 5 为 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 完全 正则 半 群 

(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 f, f(a) = f(a?), Va € 5; 

(3) 对 5 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 f, f(a) = f(a"+!1),Va € S,neN. 

证 (1) 一 (2). 假设 (1) 成立，f 为 5 的 Fuzzy 拟 理想 ，a e 5. 因为 9 是 
完全 正则 的 ， 所 以 存在 z,y e 5 使 得 a = a?z = ya2. 因此 


f(a) > ((f 05)N (So 7))(a) 
= min{(f° $)(a), (So f)(a) 
= min{ up, [min{f(p), S(q)}], 2 [min{S(p), f(q)}]} 


> min{min{f(a?), S(z), S(y), f(a?)}} = f(a?) > f(a). 


因此 5 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 f, f(a) = f(a?),va € 5. 

(2) 二 > (DD). 设 ae S. 则 Q(a?)= {a?}na?Sn sa? 是 5 的 所 理想， 因此 facos) 
是 5 的 Fuzzy 拟 理想 ， 由 假设 ， Jota(a) = Joea(a2) = 1. 因此，ae Q(a?). 由 
定理 5.3.2, S 是 完全 正则 的 . 

(3) 一 (2). 显然 . 
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(2) 一 (3). 对 任意 的 正 整 数 n， 


(foS)(aoo) = sup [min{f(z),S(y)}] 


asn=ry 
> min{f(a"+!), S(a%" -1)} = f(a™+!). 


类 似 地 ， 可 以 证 明 (So f)(a*") > f(a"+!). 因此 
fla") = fan) = f(at") 
> ((f05)N(Sof))(a") 
= min{(f 0 5)(a‘"), (So f)(a‘”)} 
> min{f(a™t!), f(a"+!)} = f(a"+!). 


由 定理 2.3.23, f(a") = f(a"+!),Yn e N. 证 毕 . D 
54 群 半 格 
本 节 我 们 以 Fuzzy 左 理想 、 Fuzzy 右 理想 、 Fuzzy 双 理 想 和 Fuzzy 拟 理想 等 
为 工具 刻画 群 半 格 . 5 
5.4.1 引 理 (Lajosls4l, Clifiordl9) 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 ， 
(1) 5 是 群 半 格 ; 


(2) 5S 是 所 有 双 理想 集 关 于 子 集 的 乘法 构成 半 格 ; 

(3) 5 是 正则 的 且 a5 = Sa,va € 5. 

5.4.2 引 理 (Lajost6a) ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 群 半 格 ; 

(2) 对 5 的 每 个 左 理想 L 和 每 个 右 理想 R,LR = LN R; 

(3) 对 5 的 每 个 左 理想 工 和 每 个 双 理想 B, LB = Ln B; 

(4) 对 5 的 每 个 双 理想 B 和 每 个 右 理想 R, BN R= BR; 

(5) 5 是 正则 半 群 且 是 左 舵 的 . 

我 们 知道 ， 一 个 半 群 如 果 是 群 半 格 ， 则 它 的 每 个 双 理 想 是 理想 . 因此 我 们 有 下 
面 的 定理 . 

5.4.3 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 群 半 格 ; 

(2) 5 的 每 个 Fuzzy 双 理 想 是 Fuzzy 理想 . 

5.4.4 引 理 (Lajosfea) ” 设 S 为 半 群 下列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 群 半 格 ; 

(2) S 是 所 有 拟 理想 集 关 于 子 集 的 乘法 构成 半 格 . 
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下 面 我 们 用 Fuzzy 拟 理想 给 出 群 半 格 的 刻画 . 

5.4.5 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5S 是 群 半 格 ; 

(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 9 和 每 个 Fuzzy 右 理想 f,gof =gn ff; 

(3) 对 5 的 每 个 Fuzzy 左 理想 9 和 每 个 Fuzzy 双 理 想 h, goh = gnh; 

(4) 对 5 的 每 个 Fuzzy 双 理 想 h 和 每 个 Fuzzy 右 理想 f, hn f=hof; 

(5) 对 5 的 Fuzzy 双 理 想 种, hz, hi hz = hio h2. 

证 因为 5 的 每 个 左 ( 右 )Fuzzy 理想 是 Fuzzy 双 理想 ， (5) > (3), (3) = (2)， 
(5) 之 (4) 和 (4) = (2) 显然 . 

(2) 一 (1). 为 了 证 明 (1), 设 工 ,RR 分 别 为 5 的 左 理想 和 右 理想 ，a Ee LNR. 则 
f(a) = fr(a) =1. 又 玫 和 fa 分 别 是 5 的 Fuzzy 左 理想 和 Fuzzy 右 理想 ， 因 此 


Sup lmin{ fz(y), fa(?)}] = (fzo fr)(a) 
= min{fr(a), fr(a)} = 1. 
这 意味 着 存在 p,q e 3 使 得 a = pg, fi(p) = fr(q) = 1. 因此 a=pgeLR. 则 


LNRECLR. 
为 了 证 明 反 包含 关系 ， 对 任意 aE LR, 存在 b,ce S 使 得 a=bc 且 


Sup [min{ fz(y), fa(z)}] = (fr o fr)(a) 
= (fcN fr)(a) = min{fz(a), fr(o)} 
> min{fr(b), fr(o)} = 1. 


因此 fi(a) = fr(a)=1. 故 aeE LNR, 即 LRCLNR. 根 据 引 理 5.4.3, S 是 群 半 格 . 
(1) 二 (5). 假设 加 ,ho 为 5 的 Fuzzy 双 理想 ， 根 据 定理 5.4.3, hi,hz 为 5 的 
Fuzzy 理想 ， 再 根据 引 理 5.4.2 和 定理 5.1.11, 和 an ja = hi o hz. 证 毕 . 口 
5.4.6 定理 ” 设 3 为 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 
(1) 5 是 群 半 格 ; 
(2) 3 是 所 有 Fuzzy 双 理想 集 关 于 子 集 的 乘法 构成 半 格 . 
证 (1) = (2) 从 上 定理 即 可 看 出 . 假设 (2) 成 立 . 设 4,B 为 3 的 双 理想 ， 
ae AB. 则 存在 b,ce S 使 得 a = bc. 又 f4 和 fs 是 S 的 Fuzzy 双 理想 .因此 


(fe ofa)(a) = Sup lmin{ f(y), fa(2)}] = (fa° fe)(a) 
= [min{fa(y), fa(z)}] 
> min{fa(b), fa(o)} =1. 
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这 意味 着 存在 p,q < 5 使 得 a = pg, ja(p) = f4(q) = 1. 因此 a= pgqe BA. 则 
AB C BA. 类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 反 包含 关系 . 

因为 f4o fa = f4. 所 以 对 任意 a € A, supa-y:[min{fa(y),f4(z)}] = (fao 
fa)(a) = fa(a) = 1. 因此 存在 b,c e 5S 使 得 a = bc, Ja) = fa(c)=1. 故 a= bce 
44, 即 4S A?. 又 因为 fa 为 5S 的 Fuzzy 双 理 想 , 逆 包 含 关系 当然 成 立 . 根据 引 理 
5.4.1, S 是 群 半 格 .证 毕 . 口 

5.4.7 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 群 半 格 ; 

(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 f, f(a) = f(a?), f(ab) = f(ba),va,be 5. 

证 (1) 一 (2). 假设 (1) 成 立 f 为 5 的 Fuzzy 拟 理想 ，a e 3. 根据 引 理 5.3.2 
和 定理 5.3.19, S 是 完全 正则 的 且 对 3 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 f, f(a) = f(a?),va€ 3. 
设 be 3. 根据 引 理 5.4.6, aba 和 bab 生成 的 拟 理想 Q(aba), 8(bab) 可 换 ， 因 此 


(ab)3 = (aba)(bab) € Q(aba)Q(bab) = QUbab)Q(aba) 
= (babU (babS MN Sbab))(aba U Saba N abaS) 
SG (bab babs)(abaU abaS) © (baS)(Sba) 
= baS 5ba，( 引 理 5.1.6) 


这 意味 着 存在 z,y e 5 使 得 (ab)3 = baz = yba. 根据 定理 5.3.19， 


flab) = f((ab)’) > ((f 08)N (Sof))((ab)’) 
= min{(f 0 S)((ab)’), (So f)((ab)’)} 
= min{ sup [min{f(p),S(q)H], sup lmin(Stp) fo } 
(ab)3=pg (ab)3=pq 
> min{min{f(ba), S(z)}, min{S(z), f(ba)}} = f(ba). 


类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 f(ba) > f(ab). 因此 f(ab) = f(ba),va,be 5S. 

(2) 一 (1). 假设 (2) 成 立 , 根据 定理 5.3.19, 5 是 完全 正则 半 群 . 设 4 为 5 的 拟 
理想 , ae 4. 则 ae a?Sa? = a(a(Sa)a) © a(aSa) C a(aSNSa) c A(ASNSA) © AA. 
因此 4 S 44. 又 因为 S 的 每 个 拟 理想 是 5 的 子 半 群 ， 所 以 A4 S 4. 因此 42 = 4. 

设 4,B 为 8 的 拟 理想 ,ae A,be 召 . ab 生成 的 拟 理想 Q(ab) 的 特征 函数 Joon) 
是 5 的 Fuzzy 拟 理想 . 由 假设 ， fea)(ab) = Joeto(ia) = 1. 因此 ba € Q(ab) = 
{ab}U (abSn Sab). 如 果 ab = ba, 则 ba e 4B. 如 果 ba abSn Sab, 根据 引 理 5.1.6， 
ba € (abs)(Sab) C a(bSb) C a(bSN Sb) c A(BSN SB) c AB. 因此 BAC AB. 类 
似 地 ， 可 以 证 明 4B S BA. 以 上 证 明了 5 是 所 有 拟 理想 集 关 于 子 集 的 乘法 构成 半 
格 ， 由 引 理 5.4.6, 5S 是 群 ， 证 毕 . 口 
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一 个 半 群 5 的 Fuzzy 拟 理想 f 称 为 是 Q- 正 规 的 ,如果 f(ab) = f(ba),Va,b e 5. 
如 果 S 的 每 个 Fuzzy 拟 理想 均 为 Q- 正规 的 ，5 称 为 Fuzzy Q*- 正 规 的 . 

5.4.8 推论 ” 设 5 是 带 ， 下列 各 款 等 价 : 

(1) 5 是 可 换 的 ; 

(2) 3 是 Fuzzy Q*- 正规 的 . 

5.4.9 定理 ”每 个 Fuzzy 8*- 正规 的 半 群 是 阿 基 米 德 半 群 的 半 格 . 

证 设 $S 是 Fuzzy 8*- 正 规 半 群 . 设 a,be 5,f 是 5 的 Fuzzy 拟 理想 ， 拟 理 
想 Q(ba) 的 特征 函数 fa(so) 是 5 的 Fuzzy 拟 理 想 . 因为 fatso) 是 8- 正规 的 ， 所 以 
fatwa(ab) = fotva)(ba) = 1 因此 abe Q(ba) = {ba}U (baSn sba). 如 果 ab 二 ba, 则 
(ab)? = abab e bSa. 如 果 ab & baSnmn Sba, 则 (ab)? e (baS)(Sba) ES bSa. 这 意味 着 . 
是 弱 可 换 的 ， 由 引 理 5.3.16, S 是 阿 基 米 德 半 群 的 半 格 . 证 毕 . 


5.5 拟 正则 半 群 


本 节 我 们 以 Fuzzy 左 理想 、 Fuzzy 右 理想 、 Fuzzy 双 理想 和 Fuzzy 拟 理想 等 
为 工具 刻画 拟 正则 半 群 . 

5.5.1 定义 一 个 半 群 3 称 为 左 拟 正则 的 , 如 果 对 5 的 任意 左 理想 六 有 
二 

5.5.2 引 理 (Calaist4g) ”一 个 半 群 5 是 左 拟 正则 的 当 且 仅 当 (va e 5) (3z € 
3) a = raya. 

由 Calais 引 理 我 们 可 以 完成 以 下 练习 . 

5.5.3 练习 ” 左 拟 正则 半 群 5 的 Fuzzy 广义 双 理 想 是 Fuzzy 双 理 想 . 

5.5.4 定理 一 个 半 群 5 是 左 拟 正 则 的 当 且 仅 当 对 3 的 每 个 Fuzzy 左 理想 /， 
fof=f. 

证 ”必要 性 . 假设 S 是 左 拟 正则 的 ， 了 是 S 的 Fuzzy 左 理想 . 则 fof Cf. 
为 了 证 明 反 包含 关系 ， 设 ae 5, 由 引 理 5.5.2, 存在 z,y € 5 使 得 a = zaya. 因此 


(fof)(a) = Sup (min(f(p), f(9))) > min(f(za), f(ya)) 
> min(f(a), f(a)) = f(a), 


即 fof2f=fo0f=f. 

充分 性 . 假设 5 的 每 个 左 理想 Fuzzy 是 智 等 的 . 设 工 为 5 的 左 理想 ，a e 也. 
则 态 为 3 的 Fuzzy 左 理想 . 由 假设 (fiofr)(a) = fiL(a) =1. 因 此 (fofi)(a) #0. 
且 sups=pa(min(fL(p),fL(q))) = (fo fiL)a) = 1. 这 意味 着 存在 bce 3 使 得 a = 
be, fr(b) = fiL(c) =1. 因 此 a=bceLL, 即 LCLL. 因 为 LLCL. 所 以 LL= 工 . 故 
5 是 左 拟 正则 的 .证 毕 . 口 
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5.5.5 引 理 (Lajos59) ”一 个 半 群 5 是 内 诗 正 则 和 拟 正 则 的 当 且 仅 当 对 S 的 
每 个 广义 双 理 想 B, 左 理想 上 和 右 理想 R, LN RN BC LRB. 

5.5.6 定理 ” 设 5 为 半 群 ， 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 5S 是 内 从 正则 和 拟 正则 的 ; 

(2) 对 5 的 每 个 Fuzzy 双 理想 f, 每 个 Fuzzy 左 理想 g 和 每 个 Fuzzy 右 理想 h， 
gNhNfCogohof. 

(3) 对 5 的 每 个 Fuzzy 广义 双 理 想 f, 每 个 Fuzzy 左 理想 g 和 每 个 Fuzzy 右 理 
想 h,gNnNhNnfCgohof. 

证 (1) 一 > (2). 设 (1) 成 立 对 5 的 每 个 Fuzzy 双 理想 f, 每 个 Fuzzy 左 
理想 9 和 每 个 Fuzzy 右 理想 h, a e 5, 因为 8 是 内 训 正 则 的 ， 存 在 z,y e 5 使 得 
a = za2y, 又 5 是 左 拟 正则 的 ， 由 引 理 5.5.2, 存在 u,v e 3 使 得 a = uava. 因此 
4 = uava = tu(za2gy)ua = ((uz)a)((a(yv))a). 所 以 


(goho f)le) = Sup (min(g{p), ho f(9))) 


min(g((uz)a), (fcircf)((ayv)a)) 


min(g(a), sup (min(h(p), f(q))) 
ayva=pg 


M WM 


min(g(a), min(h(a(yv)), f(a))) 
min(g(a), min(h(a), f(a))) 
(gNhN f)(o), 


VV 


即 gohof2gNnNTf. 
(2) 二 > (3) 显然 .类 似 于 定理 5.1.11 中 (5) = (1) 的 证 明 ， 我 们 能 得 出 (3) = 
(1). 证 毕 . 口 


5.6 REuzzy 正则 半 群 
假设 ze 3. 记 
有 :={zlzesSzzz=z， Cr:= 世 1yeSyz= 7y}. 


则 我 们 有 下 列 性 质 : 
5.6.1 性 质 ” 设 5 为 半 群 。 则 下 列 各 款 等 价 : 
(1) z 是 正则 元 ; 
(2) R: #0; 
(3) ze zSz. 
5.6.2 性 质 ” 设 5 为 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 
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(1) z 是 完全 正则 元 ; 

(2) Cz #0 

(3) 2 € xz2Sz2; 

(4) ze z2SnmSz2. 

5.6.3 性 质 ” 设 35,7 为 半 群 ，? 为 3 到 了 的 满 同 态 映射 . 则 下 列 各 款 成 立 : 

(1) (Ra) S Ry(z), Vr € S$; 

(2) p(BRy) 2 Ro-i(s) WW ET. 

5.6.4 定义 设 /是 3 的 Fuzzy 子 半 群 ,如 果 对 任意 的 ze 5S, f(z) 关 0 存在 
Z'E€ Rz 使 得 f(z') > f(z), f 称 是 S 的 Fuzzy 正则 了 于 半 群 . 

5.6.5 定理 ” 设 S 为 半 群 ， fe F(S). 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) 1 为 3 的 Fuzzy 正则 子 半 群 ; 

(2) 对 任意 Ae (0,1], 如 果 fh 关 0, 则 所 是 5 的 正则 子 半 群 ; 

(3) /是 5 的 Fuzzy 子 半 群 且 对 任意 点 zxe S,AE (0,1], 如 果 x、€ f, 则 存在 
zAE 上 使 得 zxozAozx=zA. 

证 (1) 一 (2). 假设 f 是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 .对 任意 Ae (0,1], 假设 
信 关 四 任 取 ze 所 ,存在 z'E Re 使 得 f(z') > f(z) > 入. 因此 ze 及 .因为 /是 
Fuzzy 子 半 群 ， 所 以 户 是 5 的 子 半 群 . 故 fs 是 5 的 正则 子 半 群 . 

(2) 一 (3). 根据 定理 2.1.8, f 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 对 任意 点 zxe S,Xe (0,1], 
如 果 z、 € f, 则 z € fs 0. 根据 假设 存在 z'e f 使 得 x = zz'z. 根据 练习 2.3.8， 
TA = (77'7)M 一 ZAoZAoZA. 

(3) 一 (1). 由 假设 f 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 如 果 存 在 ze 5, f(z) 关 0, 对 任意 
Z'E Rs 均 有 f(z') < flz). 显然 ze fy(z), 但 xz' 4 fy(z). 这 说 明 fz(z) 不 是 正则 子 半 
群 ， 因 此 对 zjy(z) € /不 存在 zfyte) 了 使 得 zj(z) ozfytz) ozftz) = zftz), 矛盾 ， 证 
毕 . 口 

由 上 定理 ， 我 们 可 以 给 出 Fuzzy 正则 子 半 群 的 一 个 较 容易 接受 的 Fuzzy 点 化 
的 定义 . 

5.6.6 定义 设 了 是 3 的 Fuzzy 子 半 群 ,对 于 任意 zx e f, 和 A & (0,1], 存在 
WAE 使 得 zxeyozx=z. 称 j 称 是 3S 的 Fuzzy 正则 子 半 群 . 

5.6.7 定理 设 4 为 3 的 非 空子 集 . 则 4 是 正则 子 半 群 当 且 仅 当 它 的 特征 函 
数 fa 是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 . 

证 设 4 是 3 的 正则 子 半 群 , 则 它 的 特征 函数 fa 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 . 
对 任意 的 zx es Ja,Ae (0,1], Ja(z) > zz = 入. 因此 Ja(z) = 1, 即 ze 4. 另 一 
方面 ， 因 为 4 是 正则 的 ， 存 在 ye 4 使 得 z = zyz. 则 zx = zsoy、oza. 因为 
VE A,fa(y) = 1> 入 和 Ee (0,1, 所 以 y、€ fa. 综合 上 述 两 步 ，f4 是 Fuzzy 正则 子 
半 群 . 
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反之 ， 对 任意 的 ze 4,fa(z) = 1 之 入 入 E (0,1], 当然 z、€ ja. 因为 fa 是 3 
的 Fuzzy 正则 子 半 群 ， 所 以 存在 y、 Ee fa 使 得 zx = ze ozx= (zyz), 这 推出 
z= TVT. 因为 办 E fa,fa(y) > 入 即 fa(y) = 1,ye 4, 所 以 4 是 正则 的 . 证 毕 ， 口 

5.6.8 定义 ”5 的 Fuzzy 子 半 群 f 称 为 5 的 Fuzzy 内 梨 正 则 的， 如 果 对 任意 
的 as € f, 入 E (0,1], 存在 za,ys Ef 使 得 zo(a?)、 oys = ax. 

5.6.9 定义 ”5 的 Fuzzy 子 半 群 了 称 为 S 的 Fuzzy 左 ( 右 ) 内 梨 正 则 的， 如果 
对 任意 的 a、 € 妃 Ae (0,1], 存在 zxe f 使 得 zo (a?)、((a?)s ozX) = oA， 

类 似 于 以 上 关于 Fuzzy 正则 子 半 群 的 描述 , 我 们 可 以 证 明 以 下 一 组 结论 . 读者 
可 以 作为 练习 . 

5.6.10 定理 。 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 是 Fuzzy 内 罕 正 则 的 当 且 仅 当 对 任意 
入 Ee (0,1, 如果 扩 冯 8 则 及 是 5 的 内 京 正则 子 半 群 . 

5.6.11 定理 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 正则 的 当 且 仅 当 对 
任意 和 Ee (0,1], 如 果 斥 关 0, 则 扩 是 5 的 左 ( 右 ) 正则 子 半 群 . 

5.6.12 定理 设 4 为 5 的 非 空子 集 则 4 是 内 吝 正 则 的 当 且 仅 当 它 的 特征 
函数 f4 是 5S 的 Fuzzy 内 诗 正 则 的 、 

5.6.13 定理 ” 设 4 为 5S 的 非 空 子 集 则 4 是 左 ( 右 ) 正则 的 当 且 仅 当 它 的 特 
征 函 数 f4 是 5 的 Fuzzy 左 ( 右 ) 正则 . 

假设 / 是 半 群 8 的 Fuzzy 子 集 ，BC 5.f 在 B 上 的 限制 定义 为 如 的 Fuzzy 
子 集 ， 记 为 je 且 fla(7x) = f(z),vr € B. 

5.6.14 定理 设 f 为 5 的 Fuzzy 子 集 . 则 了 是 Fuzzy 左 ( 右 内 个 ) 正则 的 
当 且 仅 当 对 任意 的 As (0,1],g 5 f, 如 果 扩 了 8 且 9g 在 及 上 的 限制 glj、 是 用 的 
Fuzzy 左 ( 右 ， 双 边 ) 理想 ， 则 9| 在 f 上 是 Fuzzy 半 素 的 . 

证 ”我们 仅 证 明 左 的 情况 . 假设 f 是 Fuzzy 左 正则 的 ，Ae (0,1]. 如 果 关公， 
则 及 是 左 正则 的 . 设 9 S f,g 在 fs 上 的 限制 gjj,( 扩 关 胃 是 及 的 Fuzzy 左 理 
想 ， 则 根据 练习 5.3.6, g|j、 是 Fuzzy 半 素 的 . 

反之 ， 对 任意 ae (0,1], 如 果 fo 关 0, 设 下 是 fo 的 左 理想 . 定义 5 的 一 个 
Fuzzy 子 集 9 为 : 9g(z) = a,z € F;g(7z) =0,7# FF 显然 gC fg9o =F=(g|js)a. 

下 面 我 们 证 明 gly。 是 f。 的 Fuzzy 左 理想 .事实 上 ， 对 任意 z,y e f。, 如 果 
gli (VY) 关 0, 则 gjj,(y) =a, 即 g(y) =a. 由 9 的 定义 ，ye FF 又 因为 PF 是 f。 的 左 
理想 ， 所 以 zy € FC fa. 进一步 地 ， 


(9|/s)(2y) = 9(7y) = a > 9(y) = (9)y, )(9). 


假如 9g|j. (vy) = 0, 当然 glj, (zy) > 9|. (y). 因此 对 任意 z,y € fa, glj, (zy) > 9|j (y). 
由 假设 9|j。 是 fo。 上 Fuzzy 半 素 的 . 因为 (gy) = ga = FF 关 0, 所 以 (glj,)a = 
下 是 半 素 的 . 根据 练习 5.2.6, f。 是 左 正则 的 ， 因 此 f 是 Fuzzy 正则 的 . 证 毕 .， 口 
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设 4S5S,ael(0.1. 定 义 a4 是 一 个 Fuzzy 子 集 ，a4(z) =aAJalz),vze3. 
如 果 G 是 群 ， 则 aG 是 G 的 Fuzzy 子 群 ， 且 有 a(Uier Fi) = Uier oHi. 

5.6.15 定理 设 f 为 5S 的 Fuzzy 于 半 群 如 果 f 既是 Fuzzy 左 正则 的 又 是 
Fuzzy 右 正则 的 ， 则 f 是 5 的 Fuzzy 子 群 的 并 . 

证 设 f 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 .根据 Fuzzy 子 集 的 分 解 定理 ， 


Goes f= UY f= U ar 
aelo,1] Be(0,1],fa#0 
由 假设 61s 是 左 ， 右 正则 子 半 群 . 根据 定理 5.3.2, fs 是 群 并 , 即 js = Uier, Hi(B)， 
这 里 H.(6) 是 群 ， 因 此 


/= _ U sp- U ea(UAa)- U Usag 
9E(0Jj Jazg pe(oJjJaze \ieTs Be(0,1],fa#0 ieTa 

证 毕 . 口 

5.6.16 练习 设 f 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 ,如果 了 是 的 Fuzzy 子 群 的 有 限 并 ， 
证 明了 既是 Fuzzy 左 正则 的 又 是 Fuzzy 右 正则 的 . 

5.6.17 引 理 ”假设 ” 是 半 群 5 到 半 群 T 的 满 同 态 映 射 ， 则 

(1) 如 果 4 是 5 的 正则 (内 桌 正 则 ， 左 正则 ， 右 正则 ， 完 全 正则 ) 子 半 群 ， 则 
9%(4) 是 了 的 正则 (内 玄 正 则 ， 左 正则 ， 右 正则 ， 完 全 正则 ) 子 半 群 ; 

(2) 如 果 B 是 了 的 正则 (内 企 正 则 ， 左 正则 ， 右 正则 ， 完 全 正则 ) 子 半 群 ， 则 
9%-:(B) 是 5 的 正则 (内 率 正 则 ， 左 正则 ， 右 正则 ， 完 全 正则 ) 子 半 群 . 

5.6.18 引 理 ”假设 ”是 半 群 5 到 半 群 了 的 映射 ， 4 e F(S), Be F(T). 则 对 
任意 的 Ae (0,1]， 

(1) (p(A))? = (4 

(2) (p71(B))s = p71(B); 

(3) (p71(B)? = p71(B?). 

5.6.19 定理 ”假设 ” 是 半 群 5S 到 半 群 了 的 满 同 态 映 射 ， 则 

(1) 如 果 4 是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 ， 则 2(p) 是 工 的 Fuzzy 正则 子 半 群 ; 

(2) 如 果 w 是 的 Fuzzy 正则 子 半 群 ， 则 p-1(v) 是 S 的 Fuzzy 正则 子 半 群 . 

证 “(1) 我 们 仅 需 证 明 对 任意 的 Ae (0,1], 只 要 (p(p))、 天 外 (yp(p))、 是 工 的 
正则 子 半 群 . 反之 ， 如 果 存 在 Xo e (0,1j, (yp(1))% 关外 ,但 是 (yp(p))%。 不 是 了 的 正 
则 子 半 群 。 存在 te (2(A))x 使 得 Vi e Ri,t (plp))%o, 即 (yp(1))(t) > 和 0 #0, 
Vi € Re, (p(p))(t) < Mo, supyey-i() Ag) > MW supseyi() H(z) < Mo. 设 
0 < 和 < Xo, 且 supvee-:bA) > 入 supzee-itt)A(z) < 入 存在 yo e 3 使 得 
p(yo) = 赴 且 Ho) > 入 即 yo e pa,px 关 .对 任意 ze St e Ri, 如果 wp(z)=t, 则 
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A(z2) < 入 z gj. 显然 (YE Ryo) yoybyo = Wo = tp(W)t =t> yp(W) < Re 因 
此 wp #4 pa; 即 ps 是 非 正则 的 ， 矛盾 . 

(2) 假设 ve F(T) 是 了 的 Fuzzy 正则 子 半 群 . 根据 定理 5.6.5, 对 任意 te (0,1]， 
uw 是 5 的 正则 子 半 群 . 由 引 理 5.6.17, 5.6.18, (p(w%)) = (p-1(v))t 是 5 的 正则 子 
半 群 ， 再 根据 定理 5.6.5, pg-1(v) 是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 . 证 毕 . 口 

5.6.20 定理 ”如 果 f 是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 ， 则 fof = 了 

证 显然 jof < ff. 下面 我 们 证 明 反 包含 关系 。 Vz e 5, 如 果 f(z) = 0, 当然 
(fof)(z) > f(z). 如 果 fj(z) 关 0, 则 存在 z' es R; 使 得 kw(z') > p(x). 因为 了 是 Fuzzy 
正则 的 , 因此 (fof)(z) > Vyz=z{fJ(y)Af(z)} > (f (zz )Af(z)) > 1(z)Af(z) = /zh)， 
即 fo 2 /证 毕 . 口 

如 果 半 群 5 没有 单位 元 ， 对 3 的 任意 Fuzzy 子 集 f, 我 们 定义 f 的 相应 的 51 
上 Fuzzy 子 集 乌 为 ， Fl) =1,f'(z) = f(z),Yze 5. 显然 vie 10,1],1€ fi. 

5.6.21 定理 /是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 当 且 仅 当 Yz e 5, 如 果 f(zx) 冯 0, 则 
存在 和 = f(x)€ (0,1] 和 ee EE(S)n 有 使 得 zf/ = ef\. 

证 假设 /是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 ， 则 对 任意 te (0,1], 只 要 fi 头 0, 所 是 
S 的 正则 子 半 群 . 对 vz € 5, 如 果 f(z) = to 关 0, 则 ze fi。, 且 ft。 是 正则 子 半 群 . 
根据 定理 (44, 存在 ee fn E(S) 使 得 zf! = efi. 

反之 , 假设 vz e S, 如 果 f(z) 关 0, 则 存在 Ae (0,1] 和 ee E(S)n A 使 得 
zf = ef, 入 = f(z) 冯 0. 要 证 f 是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 只 要 证 YAe (0,1]， 
如 果 fh 关 0, 及 是 5 的 正则 子 半 群 .事实 上 ， 如 果 记 季 由 则 ve e 有 ,f(z) > 入 
取 Xo = f(z). 由 假设 存在 ee E(S) n fh, 使 得 zf = eu, 因此 存在 ye fs, 使 得 
z=ey, 存在 ze 扩 使 得 zz=e.er=eYy=ey=7z=> YrI=7,z€ Re, f(z2)> 
和 0 入 => 2€ 及 .结果 (vz € 用) (3 4 Rj) z€ 及, 即 所 是 5 的 正则 子 半 群 .证 
毕 . 口 


5.7 Ruzzy 乙 正 则 和 完全 正则 半 和 群 


本 节 我 们 讨论 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 ， Fuzzy 完全 正则 子 半 群 和 Fuzzy 弱 完全 
正则 子 半 群 . 

5.7.1 定义 ” 设 f 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 ， 如果 对 任意 的 ze 5, 只 要 f(z) #0， 
且 vre 5,R, 关 ,supzer, f(z') > f(z),f 称 是 5 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 . 

5.7.2 定 义 设 /是 3 的 Fuzzy 子 半 群 ,如果 对 任意 的 ze 5, 只 要 f(z) 地 0， 
存在 r” e RnCr 使 得 flz*) > f(z), 了 称 是 3 的 Fuzzy 完全 正则 子 半 群 . 

5.7.3 定义 设 了 是 3 的 Fuzzy 子 半 群 , 如果 对 任意 的 ze 5S, 只 要 f(z) #0， 
且 veSRnCz 关 0,supz-eRcnc-f(z*) > flz), f 称 是 5 的 Fuzzy 弱 完 全 正则 
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子 半 群 . 

5.7.4 定理 ” 设 3 为 半 群 ，f e F(S). 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) /为 3 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 ， 

(2) 对 任意 Ae [0,1), 如 果 太 关 外 则 及 是 3 的 正则 子 半 群 . 

证 假设 /是 S 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 .因为 了 是 8 的 Fuzzy 子 半 群 当 且 
仅 当 对 任意 Ae (0,1, 假设 已 才 0, 则 食 是 5 的 子 半 群 .因此 我 们 仅 需 证 明 及 
是 正则 的 就 足够 了 . 任 取 ze 有 反 , jf(z) > 0, supzep。 f(z') > f(z), 存在 z' e Ra 使 
得 f(z') > f(z) > 和 因此 ze 及.: 故 友 是 5 的 正则 子 半 群 . 

反之 ,对 任意 入 e (0,1], 如 果 友 关 外公 是 S 的 正则 子 半 群 .但 是 (1) 不 成 立 , 存 
在 zos 5S 使 得 f(z0) 关 0, supzieRs。 f(zb) < f(z0), 取 Xo € (supz, ers, f(20), f(z0)). 
则 zoe 及 ,但 Yzb € Rzo,f(z0) < Xo,z0 天 及 :和 成 的 正则 性 矛盾 . 证 毕 ， 口 

类 似 地 可 以 证 明 

5.7.5 定理 ” 设 5 为 半 群 ，f € F(S). 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) f 为 5 的 Fuzzy 完全 正则 ( 弱 完全 正则 ) 子 半 群 ; 

(2) 对 任意 Ae (0,1(Ae [0,1)), 如 果 户头 凡人 这 关 提 , 则 为 (及 ) 是 5 的 完全 
正则 子 半 群 . 

5.7.6 定理 设 4 为 5 的 非 空子 集 . 则 4 是 正则 (完全 正则 ) 子 半 群 当 且 仅 
当 它 的 特征 函数 f4 是 S 的 Fuzzy 弱 正 则 (完全 正则 ) 子 半 群 . 

5.7.7 定理 ”假设 vp 是 半 群 5S 到 半 群 7 的 满 同 态 映射 ， 则 

(1) 如 果 几 是 5S 的 Fuzzy 弱 正则 子 半 群 ， 则 p(y) 是 了 的 Fuzzy 弱 正则 子 半 
群 ， 

(2) 如 果 v 是 了 的 Fuzzy 弱 正则 子 半 群 ， 则 yp-!(v) 是 5 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 
群 . 

证 (1) 我 们 仅 需 证 明 对 任意 的 Ae [0,1), 只 要 (P(/) 六 天 小 (P(UO 六 是 工 的 
正则 子 半 群 ， 反之， 如 果 存 在 Xo e [0,1), (yw(1))% 关 9, 但 是 (p(p))% 不 是 了 的 
正则 子 半 群 ， 存 在 te (p(W 六 使 得 Vi € Ri,t (yp(p)) 计 , 即 (yp(12))(t) > Xo, 且 
Vi’ € Re, (p(H))(t) < MN, supyey-i(t) L(Y) > X，supzee-itt)A(z) < No. 这 意味 着 
存在 yo e 5S 使 得 p(yo) =t, 且 p(yo) > 入, 即 yo e pp 六 关 0. 对 任意 z€ St e Ri 
如 果 p(z) = 则 jp(z) < Xo 全 >z 拓 Ho 显然 (V6 € Ryo) yoybyo = 加 全 tp( 的 注 = 
tt 地 p(W)E Re. 因此 Ww 4 pX, 即 pyX 是 非 正则 的 ， 矛 盾 . 

(2) 假设 > es F(T) 是 了 工 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 . 根据 定理 5.6.5, 对 任意 
te (0,1, 忆 是 3 的 正则 子 半 群 . 由 引 理 5.6.17, (p-:( 他 )) = (yp-1(v) 是 5 的 正 
则 子 半 群 ， 再 根据 定理 5.7.4, P-1(z) 是 5 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 ， 证 毕 . 口 

5.7.8 定理 ”假设 ” 是 半 群 5 到 半 群 了 的 满 同 态 映射 . 则 

(1) 如 果 py 是 5 的 Fuzzy 完全 正则 ( 弱 完 全 正则 ) 子 半 群 ， 则 p(y) 是 了 的 
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Fuzzy 完全 正则 ( 弱 完全 正则 ) 子 半 群 ; 

(2) 如 果 v 是 了 的 Fuzzy 完全 正则 ( 弱 完 全 正则 ) 子 半 群 ， 则 p-1(z) 是 5 的 
Fuzzy 完全 正则 ( 弱 完 全 正则 ) 子 半 群 . 

5.7.9 性 质 (1) 半 群 S 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 是 5S 的 Fuzzy 正则 子 半 群 二 /了 
是 5 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 

(2) 如 果 3 的 Fuzzy 子 半 群 / 有 上 确 界 性 质 ， 则 f 是 5 的 Fuzzy 正则 子 半 群 
今 了 是 3 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 . 

5.7.10 性 质 “(1) 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 了 是 5 的 Fuzzy 完全 正则 子 半 群 
地 是 5 的 Fuzzy 弱 完全 正则 子 半 群 ; 

(2) 如 果 5S 的 Fuzzy 子 半 群 f 有 上 确 界 性 质 . 则 f 是 5 的 Fuzzy 完全 正则 子 
半 群 人 /是 5 的 Fuzzy 弱 完全 正则 子 半 群 . 

5.7.11 定理 ” 设 /为 3 的 Fuzzy 子 半 群 . 则 了 是 Fuzzy 弱 正 则 的 当 且 仅 当 
(Yze 3) (f(z) #0) supzer, f(z'zz') > jz). 

证 设 / 为 3 的 Fuzzy 弱 正 则 子 半 群 . 则 


sup jf(z'zz') > sup min{f(z), ftz)} 
Z/'ERz Z'ERz 
= min ( sup jc) 7 四) > min{f(2), 1(2)} = ja)， 
Z'ER- 


反之 , 如 果 (Vz e S) (f(z) #0) supzeRe flz'zz') > f(x) 成立 , 则 Vz' e Rez'zz' e 
Rs, § supz'eR, f(z')supz'enR。 f(z'zz') > f(z). 证 毕 . 口 

5.7.12 定义 ” 设 f 为 5 的 Fuzzy 于 集 . 对 任意 的 rz,ye 5, 定 义 zofoy (zof， 
foy) 分 别 为 5S 的 Fuzzy 子 集 ， 


pow) [sups-zowses 1(s)， 如 果 存 在 。 使 得 。 = zey 
VES ‘0-{ 0， 如 果 不 存在 s 使 得 2 = zsy. 


Ve es) zof(2) = { sups=zsses f(s)， 如 果 存在 s 使 得 z 一 zs; 


0, 如 果 不 存在 s 使 得 z = zs. 
ow(z) = 4 suPz=sy,ses f(s)， 如 果 存 在 s 使 得 z= sy; 
Wa -{ 0, 如 果 不 存 在 。 使 得 2 = sy. 


5.7.13 注定 义 5.7.12 中 ， 5 中 元 素 z,y 和 8 中 的 Fuzzy 子 集 f 的 乘法 事 
实 上 就 是 Fuzzy 点 z1,y 和 Fuzzy 子 集 的 乘法 ro f om (710 ff oy). 
5.7.14 定理 ” 设 /为 3 的 Fuzzy 子 半 群 . 则 / 是 Fuzzy 弱 正 则 的 当 且 仅 当 


(vz € 5) (f(z) #0) (zofo7)(z) > f(z). 
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证 从 定义 5.7.1 和 定义 5.7.12 容易 看 出 . 证 毕 . 口 
5.7.15 推论 设 4 为 S 的 子 半 群 . 则 4 是 正则 的 当 且 仅 当 (vz e S)z e z4z. 
5.7.16 定理 设 j 为 3 的 Fuzzy 子 半 群 . 则 f 是 Fuzzy 弱 完 全 正则 的 当 上 且 
仅 当 
(vr € 5) (/(z) #0) (zejfoz2?)(z) > f(z). 


证 “假设 f 是 弱 完全 正则 的 ， 则 当 f(z) 关 0 时 ， 


f(z) < sup f(z°)= sup f(x") 
T"ERznCz zz"z=Z,TZ* 二 Z+ZIZ"ES 
= sup f(z*)= sup f(r") 
zeZZ"ZZoZ 二 GZZ9 一 2o22o ES Z27"3z2=Z,ZZ" 一 79Z,ZES 
< sup f(r) sup f(z) 
za2r"3z2 一 7Z,TT" 一 Z+ZT"ES Z2zz2 一 Z,zES 
= (z2 of oz2?)(z). 


反之 假设 Vz e S, f(z) #0, (z?ofoz2?)(z) > f(z). 则 supsass-z sesf(z) < jz). 

假设 / 不 是 Fuzzy 弱 正 则 , 则 (3zo e S, f(zo0) 0) Supzo-eReonCo jf(zo*) < f(zo). 

Ae (0,1), Supeo eRsoncso f(T0°) < A < f(z0). 则 Yro € Ro N Czo, fl(7*) < 入 < 
). 假设 ro?zzo? = zo, 记 z0 = zozzo. 显然 zh e Rom Czo, 且 


f(z0) < A < f(zo), f(z0) = flzozzo) < min{f(z), f(z0)}, f(z) < z < f(z0). 


综 上 所 述 ， sups3.--s ses f(z) < 和 < f(zo). 矛盾 . 证 毕 . 
5.7.17 定理 设 / 为 3 的 Puzzy 子 半 群 . 则 /是 Fuzzy 二 
仅 当 
(vz € 5) (f(z) #0) (z?ofnyoz2?j(z) > f(z). 
证 假设 f 是 弱 完全 正则 的 ， 则 supz.eR.nc. ftz*) > f(z), 且 
(zzoj)(z) = sup sy > sup, sf) 


TZ22=7,T2=27,2ES 


= sup f(z) < f(z)#0. 
zERznCz 


相似 地 ， (foz?)(z) > f(z), 因此 (z? of nfoz?)(z) > f(z). 
反之 假设 vz e 5, f(z) 关 0, (z?efoz?)(z) > f(z). 假设 f 不 是 Fuzzy 弱 正 则 ， 
则 
(3z0 € S, f(z0) #0) sup f(z%) < f(zo). 
z6ERzonCzo 


设 入 € (supzseRsonce, flzi),f(zo)). 则 vzi e Rzo N Czo,f(z*) < 和 < f(zo). 假设 
ziz 二 ZT0,tz8 = zo 记 z0 = zzot. 显然 ze Ron Cn, 且 


jzb) < A < fzo), f(z0) = 7(zzob < min{f(2), f(z0). f(t)}. 
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所 以 f(z) < 入 f(t) < 和 f(zo). 综 上 所 述 ， 


(zioefnyfozi)(z) = min( sup /2) sup 1) 


x22=70,2€. Tt=T0,t€ 


= sup min{f(z), f(t)} 
es 


z8z=zo,tz3=zo.zit 
< pS es nh fo)( 或 f(t)} < A< f(zo). 

矛盾 ， 证 毕 . 口 

5.7.18 推论 设 4 为 5 的 子 半 群 . 则 4 是 完全 正则 的 当 且 仅 当 (vr < 9)z € 
z24z2 当 且 仅 当 (yz e S)z ez24n 4z2. 

5.7.19 练习 设 了 为 3 的 Fuzzy 子 半 群 ，aA 为 Fuzzy 点 且 asEf. 则 

(acaofcaof ccCaof"c...cf; 

(2) asof =asof?. 

5.7.20 练习 设 f 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 ，a、 为 Fuzzy 点 且 a、 Ef. 则 存在 
5 的 Fuzzy 寄 等 元 素 es,E, E 了 使 得 

(DJ) aoAUjfoeax=exUfoei (2)asUasof =éUenof. 


5.8 评 述 


1980 年 左右 ， Kurokil31~33| 就 给 出 了 Fuzzy 子 半 群 和 Fuzzy 理想 ， Fuzzy 双 
理想 的 定义 . 这 些 概念 均 为 一 般 子 半 群 ， 理 想 等 概念 的 推广 ，1993 年 ，Kurokil34 
又 引入 Fuzzy 拟 理 想 的 概念 ， 有 了 这 些 准 备 后 ， 本 章 给 出 了 半 群 8 是 正则 的 ， 内 
公正 则 的 ， 完 全 正则 的 等 刻画 . 这 些 结果 都 是 在 匈牙利 数学 家 S. Lajos 关于 纯 半 群 
的 研究 结果 I59~64] 基础 上 得 出 的 ， 我们 也 注意 到 半 群 的 Fuzzy 素 理想 对 半 群 结构 
的 影响 也 是 深远 的 。 1992 年 ， Wang, Mo 和 Liulel 仿照 道 半 群 的 刻画 ， 给 出 了 一 
个 Fuzzy 道子 半 群 的 刻画 .值得 提出 的 是 他 们 对 Fuzzy 系统 的 点 化 描述 使 我 们 更 
清晰 地 认识 到 Fuzzy 系统 的 本 质 . 
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本 章 系统 研究 半 群 上 的 Fuzzy 同 余 ， 用 Fuzzy 同 余 的 刻画 一 类 半 群 的 结构 . 
应 该 说 这 一 些 思想 我 们 在 半 群 的 一 般 同 余 理论 中 也 能 找到 相 类 似 的 结论 . 


6.1 半 群 的 Fuzzy 同 余 


本 节 给 出 半 群 上 Fuzzy 同 余 的 基本 概念 和 基本 性 质 ， 为 本 章 的 以 后 各 节 做 一 
定 的 准备 . 

设 p 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 二 元 关系 ，p 称 为 Fuzzy 左 相 容 的 , 如 果 p(za, 2b) > 
p(a,b), Vr,a,bE 5S. 对 称 地 , p 称 为 Fuzzy 右 相 容 的, 如果 plaz,bz) > p(a,b), vz,a,b Ee 
3. 如 果 p 既是 Fuzzy 左 相 容 又 是 Fuzzy 右 相 容 ， 称 p 是 Fuzzy 相 容 的 . 如 果 p 是 
半 群 S 上 Fuzzy 相 容 的 Fuzzy 等 价 关系 ， 称 p 是 5 上 的 Fuzzy 同 余 . 半 群 S 上 的 
所 有 Fuzzy 同 余 全 体 记 为 FC(S). 

6.1.1 引 理 ” 设 RR 为 半 群 上 的 二 元 关系 . 则 RR 是 左 相 容 的 当 且 仅 当 fr 是 
Fuzzy 左 相 容 的 . 

证 ”假设 尺 是 左 相 容 的 . 对 任意 的 ,六 ze 5, 如 果 (a,b) € R, 则 (za,zb) € RR. 
因此 Ja(za,zb) = 1= fr(a,b). 如 果 (a,b) #4 RR 显然 fatza,zb) > 0 = fr(a,b). 

反之 , 假设 (a,b) € R. 对 任意 z € RR, 因为 fr(za,zb) > fr(a,b) = 1. a 
fr(za,zb) = 1, 即 (za,zb) e R. 证 毕 . 

对 称 地 我 们 可 以 证 明 R 是 右 相 容 的 当 且 仅 当 fr 是 Fuzzy 右 相 容 的 . 

6.1.2 定理 半 群 S 上 的 Fuzzy 二 元 关系 p 是 Fuzzy 同 余 当 且 仅 当 p 是 S$ 上 
的 Fuzzy 等 价 关 系 且 plac, bd) > min{p(a,b), p(c,d)}, Va,b,c,de 5. 

证 假设 p 是 $5 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 


po plac, bd) 
suplmin{p(ac, 7£), p(x, bd)}] 


> min{p(ac, bc), p(be, bd)} > minfpta b), p(b, oj 


(va,b, c,d € S$) pl(ac, bd) 


WA 


反之 ， 从 p(xa, 7b)(p(az, bz)) > min{p(z, 7), p(a,b)} > min{1, p(a,b)} = pla, b), 
可 以 看 出 p 是 Fuzzy 右 相 容 的 . 证 毕 . 口 

我 们 知道 集合 X 上 的 二 元 关系 RR 是 等 价 关系 当 且 仅 当 它 的 特征 函数 是 X 上 
的 Fuzzy 等 价 关 系 . 根据 这 一 事实 和 引 理 6.1.1, 我 们 有 
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6.1.3 定理 半 群 S 上 的 RR 是 同 余 关 系 当 且 仅 当 fr 是 5 上 的 Fuzzy 同 余 关 


系 . 

6.1.4 练 习 ”(1) 假设 p 是 Fuzzy 相 容 的 ( 同 余 ), 则 pp 的 任意 tt 截 集 下 ,t€ [0,1] 
是 3 上 的 相 容 关系 ( 同 余 关 系 ); 

(2) 如 果 p,9 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 自 反 关 系 ， 则 po9 也 是 . 

6.1.5 定理 ”如果 ,9 是 半 群 5 上 的 Fuzzy 相 容 关系 ， 则 po9 也 是 . 

证 对 任意 ob ze 5, 因为 

pob(za,zb) > sup[min{P(zo, 2), 0(z, 2b))] 
zxE 
> min{p(za,zz),g(zz,zb)} > min{p(a, z), 0(z, b)} 
> pob(ra,7b) > suplmin{p(a, z), 0(z, 区 
2z€ 
= (po0)(a,b). 

以 上 证 明了 po。9 是 Fuzzy 左 相 容 的 ， 同 理 可 以 证 明 po9 是 Fuzzy 右 相 容 的 、 证 
毕 . 口 

6.1.6 定理 ”假设 p,9 是 S 上 的 Puzzy 同 余 ， 则 下 列 各 款 等 价 ， 

(1) po9 是 5 的 Fuzzy 同 余 ; 

(2) po9 是 S 的 Fuzzy 等 价 关系 ; 

(3) p09 是 5S 的 Fuzzy 对 称 的 ; 

(4) pog=bo0. 

证 “(1) = (2), (2) = (3) 显然 . 

(3) 一 (4). 任 取 (ab es 5 x 5. 因为 p 和 9 是 Fuzzy 对 称 的 ， 所 以 

pob(a,b) = suplmin{p(o, z),0(z,6)}] 
z€ 


mp min{0(b, 2), p(z, 4)} = (9° p)(b,a) = (po 0)(a, b). 
(4) 一 (1). 因为 p,9 均 为 Fuzzy 可 传 的 ， 因 此 


(po0)o(po0) = {po(00p)}o0= {po(po0)}o0 
= (pop)o(000)C po0. 


这 意味 着 po9 是 Fuzzy 可 传 的 . 根据 练习 6.1.4 和 定理 6.1.5, 下 面 我 们 仅 需 证 明 
p09 是 Fuzzy 对 称 的 ， 事实 上 : 


(po 0)(a,b) = (00p)(a,b) = 人 2), p(z, 5b)}] 
= sup[min{p(z,8), 0(a, 2)}] = suplmin{p(b, z), 0(z, a)}] 
zES zES 
= (po0)(b,a). 
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证 毕 . 口 

我 们 在 第 1 章 已 经 讨论 了 集合 X 上 的 Fuzzy 二 元 关系 生成 X 上 Fuzzy 等 价 
关系 以 及 X 上 Fuzzy 等 价 关系 格 . 作为 这 些 内 容 的 继续 ， 我 们 现在 讨论 半 群 S 上 
Fuzzy 二 元 关系 生成 9 上 Fuzzy 同 余 关 系 以 及 5S 上 Fuzzy 同 余 格 . 

假设 9 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 二 元 关系 ， 我 们 定义 S$ 上 的 新 的 Fuzzy 二 元 关系 
0* 如 下 : 0*(c,d) := Vasesiaay=eatmcdglab Ve,d € S. 

6.1.7 定理 ”假设 p,6 是 半 群 $ 上 的 Fuzzy 二 元 关系 ， 则 下 列 各 款 成 立 : 

(DOsgo; 

(2) (97) = (071)"; 

(3)06<p=0 sp"; 

(4) 0* = (0°)"; 

(5) (Gvp)* =0° Vp'; 

(6) 9 = 0" 当 且 仅 当 9 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 相 容 的 . 

证 (1),(2) 和 (3) 是 显然 的 ， 从 (1) 我 们 容易 看 出 0* < (0*)*. 反之 ， 对 任意 
cde 9， 


(ed = V (eb)= V V op 
zyES! ,ray=c,rby=d xz,tyES!,ray=c,rhy=d z,t€S!,zpt=a,zqt=b 
< V Olp,9) = 0"(c,d). 


ztES!, rzpty=c,rzqty=d 


因此 (4) 成 立 . 根据 (3), 因为 9° < (9Vp)*,p* < (9Vp)*, 所 以 0* Vp* < (9Vp)*. 
反之 ， 


(gvp)"(c,d) = V (9 V p)(a,b) 
ZVES! ,ray=c,rby=d 
< V Oa,b) Vv V pla,b) 
zyES!,zay=c,rby=d ZYyES! ,ray=c,rby=d 


= 0°(c,d) vp'(c,d). 


因此 (5) 成 立 .为 了 证 明 (6), 假设 9” = 9. 则 对 任意 的 c,d,e e 5, 0(ec,ed) = 
0*(ec ed) = Vswvesi,zay-eczby-ed 9(0;5) > 9(c,d). 相似 地 , 我 们 可 以 证 明 0(ce, de) > 
9(c1d). 故 9 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 相 容 的 . 反之 ,假设 9 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 相 容 的 . 因 
为 6"(c,d) = Vvesi,zov-ezby=dO(0;b), 所 以 9(a,b) < 9(zay,zby) = 9(c,d). 因此 
(c,d) < 9(c,d). 又 因为 (1) 成 立 ， 所 以 9 = 9*. 证 毕 . 口 

根据 定理 6.1.5. 我 们 可 以 证 明 

6.1.8 练习 假设 9 是 半 群 S 上 Fuzzy 左 ( 右 ) 相 容 的 Fuzzy 二 元 关系 . 则 gee 
在 5S 上 也 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 相 容 的 . 
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假设 9 是 半 群 $ 上 的 Fuzzy 二 元 关系 ， {0; : 9 < 9i,iE 7} 是 5 的 包含 96 的 
Fuzzy 同 余 焦 . 则 6:= 人 jcy oco, 0: 是 S 的 包含 0 的 最 小 Fuzzy 同 余 ， 6 称 为 0 生 
成 的 Fuzzy 同 余 . 

6.1.9 定理 ”假设 9 是 半 群 9 上 的 Fuzzy 二 元 关系 . 则 6 = (0*)*. 

证 ”根据 定理 1.3.14, (9")* 是 5S 的 包含 9" 的 最 小 的 Fuzzy 等 价 关 系 ， 当 然 
9 C (0")*. 根据 练习 6.1.8, 要 证 (0*)* 是 Fuzzy 相 容 的 , 仅 需 证 明 9*vV (0*)-!1VAs = 
(9vV6b-1VAs)* 是 Fuzzy 相 容 的 ， 根 据 定 理 6.1.7, (9*)* = (9" V6)-1VAs)” 是 
Fuzzy 相 容 的 ， 进一步 地 ， 假 定 pe FC(5),96< p. 则 0*<p*=p 坟 (<p. 证 
毕 . 到 

在 第 1 章 我 们 已 经 知道 对 半 群 5, (FE(5), <) 是 一 个 完备 格 ， 且 最 大 元 为 Vs， 
最 小 元 为 As. 因此 (FC(S), <) 是 (FE(S),<) 的 子 格 ， 且 格 (FE(S),<) 上 的 两 个 
运算 为 “” 和 “+”, 定义 为 : (v9,p € FE(S)) 9+p= (06Vp)®,， 9ep=0Np. 
我 们 也 注意 到 如 果 9,p € FC(5), 则 包含 在 9,p 中 的 5 的 最 大 的 Fuzzy 同 余 就 是 
pA 人 0, 包含 bp 的 5S 的 最 小 Fuzzy 同 余 就 是 9,p 在 S 中 生成 的 Fuzzy 同 余 ， 即 
p+9=[(pV9)"]* = (9Vp)*. 下面 我 们 给 出 FC(5) 中 加 法 的 另外 一 种 描述 . 

6.1.10 定理 ”假设 p,9 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 6+p = (90p)” = (po0)™. 

证 我 们 知道 9+p=(6Vp)* =[(09Vp)v(9Vp)-!VAs]”. 因 为 p,9€ FC(5)， 
所 以 [(6Vp)v(9Vp)-'VAs]” = (pV90)™. 因 为 9,p< 0Vp, 所 以 9op < (OVp)? 全 
(90p)” < [(9Vp)?]” < (9Vp)”. 另 一 方面 , 因为 9 < 9op,p < 9op, 所 以 06Vp < 9op. 
故 (9Vp)”< (9op)”. 以 上 完成 了 9+p = (gop)s 的 证 明 . 类 似 可 证 9+p = (p09)”. 
证 毕 . 口 

根据 定理 1.3.13, 我 们 不 难得 出 下 列 推论 . 

6.1.11 推论 ”假设 p,9 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 同 余 且 9op = po0. 则 9+p= 0op. 


6.2 ”Fuzzy 群 同 余 格 


本 节 假 设 G 是 群 , 我 们 将 用 G 上 Fuzzy 正规 子 群 来 刻画 G 上 的 Fuzzy 同 余 . 

假设 G 是 群 ，G 的 一 个 Fuzzy 子 集 f 称 为 G 的 Fuzzy 子 群 , 如 果 (1) f(zy) > 
min{ f(z), f(y)},vz,y € Si (2) f(z) = f(z !),Yr € G. (3) fl(e)=1, 这 里 e 是 G 的 
单位 元 ，G 的 Fuzzy 子 群 称 为 G 的 Fuzzy 正规 子 群 , 如果 f(zy) = f(yz),vr,y € 3. 

下 面 两 个 引 理 容易 证 明 . 

6.2.1 引 理 ”假设 p 是 群 G 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 对 任意 的 a,b,zx,y e 5, 
p(xay, rby) = p(xa, 2b) = play, by) = pla, b). 

6.2.2 引 理 ”假设 p 是 群 G 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 p(z-1,y 7!) = p(z,y),Vz,y € 5. 
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6.2.3 定理 ”假设 f 是 群 G 的 Fuzzy 正规 子 群 。 则 Fuzzy 二 元 关系 ay 是 G 
上 的 Fuzzy 同 余 关 系 ， 其 中 ar 定义 如 下 :ajy(a,b) := f(ab-!1),va,be 5. 

证 ”我们 不 难看 出 ay 是 G 上 的 Fuzzy 自 反 ， Fuzzy 对 称 和 Fuzzy 相 容 的 . 
因为 


suplmin{ay(a, 7),ay(7,b)}] 
IEG 
= suplmin{f(az™!, f(zb7!)}] 
ZEG 
< suplf (oar )7(zb = f(ab™!) = ay(a,b). 
zr€ 


所 以 ay 是 Fuzzy 可 传递 的 . 证 毕 . 口 

6.2.4 定理 ”假设 < 是 群 G 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 G 的 Fuzzy 子 集 闫 是 G 的 
Fuzzy 正规 子 群 ， 其 中 f° 定义 如 下 :f(a) := a(aej,vae G. 

证 对 任意 的 a,be G, 因为 a 是 Fuzzy 可 传递 的 ， 所 以 

f°(ab) = a(ab,e) = a(a,b1) > suplmin{a(a, 2), a(z,b | 
IE 
> min{a(a, e), a(b, e)} = min{a(a, e), a(b, e)} 
= min{f°(a), f°(b)}, 
f(a !) = ao ,ee) =a(e,a) =a(a,e) = f°(a), 
(二 (ee 

因此 je 是 G 的 Fuzzy 子 群 ， 又 因为 f*(ab) = a(ab,e) = a(b(ab)b-1,beb-!) = 
a(ba,e) = f°(ba),Va,be S. 所 以 f° 是 G 的 Fuzzy 正规 子 群 . 证 毕 . 口 

下 面 一 组 结论 可 以 容易 证 明 . 

6.2.5 练习 ”假设 了 是 群 G 的 Fuzzy 子 群 . 则 fof=f. 

6.2.6 练习 ”假设 f,g 是 群 G 的 Fuzzy 子 群 . 则 fog 是 G 的 Fuzzy 子 群 当 
且 仅 当 fog=gof. 

6.2.7 练习 ”假设 f 群 G 的 Fuzzy 子 集 ，g 是 群 G 的 Fuzzy 正规 子 群 ， 则 
fog=gof. 

6.2.8 练习 ”假设 /是 群 G 的 Fuzzy 子 群 ，g 是 群 G 的 Fuzzy 正规 子 群 ， 则 
fog 是 G 的 Fuzzy 子 群 . 

6.2.9 定理 ”假设 f,g 是 群 G 的 Fuzzy 子 群 . 则 ar oae = ayog. 

证 设 (a,b)jeGxG,zeEG. 记 az-!=7z,zb!1=y. 则 zy=ab-! 且 


(ar oag)(a,b) = suplmin{as(0, 2), og(z,b)}] 


= suplmin{f(az 1),g(zb = sup min{f(z), f(y)} 
zeG ab-i=zy 
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= (fo 9)(ab ') = ofog(a,b). 
因此 ay e ae = ayoy: 证 毕 . 口 
6.2.10 定理 ” 群 G 的 Fuzzy 同 余 格 (FC(S),+,e) 关于 Fuzzy 集 的 乘法 构成 
半 格 


证 设 p,9 是 群 G 上 的 两 个 Fuzzy 同 余 ，(a,b)eGxG. 则 
(po0)(a,b) = suplmin{p(0, z), 0(z,b)}] 
= sup[lmin{O(e, 2-1b), p(az-!, e)}] 
zEG 


= sup [min{b(a,az-1b),p(az-lbb]] = (00p)(a,b). 
az-lbeG 
因此 po0 = gep. 根据 定理 6.1.6,gop 是 G 的 Fuzzy 同 余 .这样 (FC(S),o) 是 可 
换 半 群 ， 如 果 p 是 G 上 的 Fuzzy 同 余 ， 显 然 pop = p. 故 (FC(S),。) 是 半 格 . 证 
毕 . 口 

6.2.11 定理 ”假设 f,9 是 群 G 的 Fuzzy 正规 子 群 ， 则 fo9 也 是 G 的 Fuzzy 
正规 子 群 . 

证 “我们 已 经 知道 /fog 是 G 的 Fuzzy 子 群 .要 证 fog 是 G 的 Fuzzy 正规 
子 群 ， 仅 需 证 明 fog(ab) = (fog9)(ba),Va,be G. 事实 上 ， 

(fog)(a,b) = up lmin{f(7),9(y)) 
= sap ,fnin(/(o-!z0),g(a-1yo)) 
) 


p 
ba=(a-iza)(a-lya 


= (f°g)(ba). 


证 毕 . 口 

6.2.12 定理 ” 群 G 的 所 有 Fuzzy 正规 于 群集 FN(G) 关于 Fuzzy 子 集 的 乘法 
构成 半 格 . 

证 在 前 面 我 们 知道 (FN(G),o) 是 结合 的 ， 又 由 定理 6.2.11, (FN(G),o) 是 
半 群 .在 练习 6.2.5, 6.2.7 中 已 看 出 (FN(G),o) 是 半 格 . 证 毕 . 口 

下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结论 . 

6.2.13 定理 ”假设 G 是 群 。，FN(G) 是 G 的 所 有 Fuzzy 正规 子 群集 ，FC(G) 
是 G 的 Fuzzy 同 余 集 . 则 FN(G) 和 FC(G) 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

证 假设 :FN(G) 一 FC(G) 是 映射 ,定义 如 下 yp(f) = af € FC(G)， 
Yf < FN(G). 根据 定理 6.2.3, yp 的 定义 是 合理 的 . 如 果 f = h, 则 ay(a,b) = 
f(ab-!) = h(ab-!) = an(a,b),V(a,b) < S x S. 因此 yp 是 单 的 .对 于 任意 的 we 
FC(G), 根 据 定理 6.2.4, fa e FC(G). p(f°)(a,b) = aapa(a,b) = fa(ab-0 = a(ab-!,e) 
=a(ob,vabe G. 因此 p(f*) = oa 即 % 是 满 射 ， 证 毕 . 口 
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6.2.14 注 ”在 定理 6.2.13 中 , y 事实 上 也 是 半 群 (FN(G),o) 和 半 群 (FC(G),o) 
之 间 的 同 构 映 射 . 
6.2.15 定义 一 个 格 (+,e) 称 为 模 格 , 如 果 对 任意 z,y ze 工 ， 


TEz, (THY ez ST+(Yyez). 


6.2.16 定理 ”假设 5 是 半 群 ， 瑟 是 (FC(5),+,e) 的 子 格 且 pog = go p,v6， 
p EH. 则 玉 是 模 格 . 

证 设 9,p,7e H,9< .我 们 仅 需 证 明 (09+p)eY< 0+ (pe). 

因为 9op = po9,0,p € HH. 根据 推论 6.1.11, 仅 需 证 明 (90p) 人 Y < 90(p 人 7). 
事实 上 ， 


[(geep)Aml(z,y) = suplo(z, 2) A p(z,y) A 7Y(z,Y)] 


( 
= suplo(z, z) A O(z, 2) A plz,y YAY(z,Y))] 
2€ 
< suplo(z, 2) AY(z,z) A p(z,y) AY(z,Y)] 
(z， 


和 sup[g(z,z)AT(z,y) Ap(z,2) 
zES 


= [00 (p A](z,Y). 


证 毕 . 局 
6.2.17 推论 “如果 G 是 群 ， 则 (FC(G),+,。) 是 模 格 . 


6.3 ”Fuzzy 同 态 基本 定理 


本 节 建 立 基于 Fuzzy 同 余 的 同 态 基 本 定理 . 

假设 / 是 半 群 S$ 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 ，a € 5. 我 们 定义 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 
ha (我 们 也 记 为 ap): pa(z) = p(a,z),Vz & 5. 则 

6.3.1 定理 ” 设 / 是 半 群 5 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 ， wbe S. 则 ja = po 当 且 
仅 当 pla,b) = 1 

证 设 m = 必 : 因 为 上 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 等 价 关系 , 所 以 py(a,b) = pa(b) = 
Ju(b) = 1. 

反之 , 设 Ka,b) = 1. 则 对 任意 re 5， 


Ha 人 lz) = pla,7) > (40 1)(a,7) 
= suplmin{p(a,y), p(y, 7)}] 
yeES 


> min{p(a, 6), p(b, 7)} = p(b, 7) = po(z). 


:134 半 群 的 模糊 理论 


因此 js < ja. 对 称 地 ， 我 们 也 能 证 明 pe < pa. 证 毕 . 口 
5 的 Fuzzy 子 集 pa,va e 3 称 为 S 的 包含 a 的 Fuzzy 等 价 类 . 假设 4 是 
5 的 Fuzzy 同 余 ， Fuzzy 子 集 pa,va < 3 称 为 3 的 包含 a 的 Fuzzy 同 余 类 . 记 
S/p:= {ja | a € S}. 
6.3.2 定理 ” 设 S 是 半 群 ，k 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 对 任意 ha,m e S/p， 
Ha o pp < Hab: 
证 对 任意 z€ S, 记 S':= {wlye5,yz=7}. 则 
(ka o pe)(7) = Sup lmin{yo(y), po(2))] = Sup lmin{p(a, y), 4(b, 2)}] 
< Sup [min{u(ab, yb), p(yb, yz)}] = suplmin{p(ob,t), u(t, 7)}] 
< suplmin{y(ab, t), y(t, 7))}] 
tES 
= (UnaoH)(abz) 和 plab, 1) = jas(7). 
因此 ja ep < pas. 证 毕 . 口 
如 果 Ha ou = Hai, 则 (S/p,0) 是 半 群 ， 这 当然 是 较为 完美 的 结论 ， 遗 司 的 是 
一 般 情 况 下 该 结论 并 不 成 立 ， 不 过 通过 此 给 我 们 以 启发 定义 S/ 上 的 二 元 运算 * : 
Ha * Hb := Jab, Va, Hb ES. 
6.3.3 定理 ” 设 3 是 半 群 ，4 是 5S 上 的 Fuzzy 同 余 ， 则 对 任意 name S/h， 
Ha * Jo 是 可 定义 的 . 
证 ”假设 yo = jw 且 jc = ja. 则 根据 定理 6.3.1, y(a,b) = (c,d) = 1. 由 此 推 
出 
Ah(ac, bd) > (pop)(ac,bd) = suplmin{u(ac, 7), p(z, bd)}] 
> min{y(ac, bce), p(be, bd)} > min{p(a, ce), p(c,b)} = 1. 
因此 jp(ac, bd) = 1. 根据 定理 6.3.1, pa + pe = pio * ja = joc = Hbd. 证 毕 . 口 
6.3.4 定理 ” 设 5 是 半 群 ，4 是 5 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 pj-! = {(wb € 
Sx5S|ky(a,b) = 1} 是 S 上 的 同 余 . 
证 显然 -1 是 自 反 的 和 对 称 的 . 设 (a,8),(b,c) e p-1. 则 因为 pa, 中 = 
Ab c) = 1, 所 以 
Hac) > (Ko)(a,c) = sup min{y(a, z), p(z, c)} 
> min{y(a, b), p(b,c)} = 1. 
因此 (a,c) e py 1. 故 p71 是 S 上 的 等 价 关系 . 假设 (a,b)e py-!1,z eS. 因为 是 5 
上 的 Fuzzy 同 余 , 所 以 p(az,bz) > p(a,b) = 1, 因此 jp(azx,bz) = 1 全 (az,bz) e pl. 
类 似 地 ， 可 以 推出 (za,bz) e py-!. 证 毕 . 口 
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下 面 我 们 讨论 Fuzzy 性 和 同 态 . 假设 S 和 T 是 两 个 半 群 ，” 是 3 到 了 的 
Fuzzy 同 态 . 我 们 知道 kerp = {a,b) €E Sx 5S | yp(a) = yp(b)} 是 $5 上 的 同 余 关 系 ， 当 
然 它 的 特征 函数 fierp 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 . 为 了 方便 此 见 ， 我 们 记 k(p) = fery， 
即 当 p(a) = yp(b) 时 ，k(p)(@,8) = 1, 否则 k(p(a,b) =0. 

6.3.5 定理 ”假设 y 是 半 群 5 上 的 Fuzzy 同 余 关系 ， 则 (S/p,*) 是 半 群 ， 映 
射 # :5 一 5S/p|j#(a) = pa,a € 5 是 同 态 . 如 果 y 是 半 群 5S 到 半 群 7 的 同 态 ， 
则 存在 一 个 S/k(w) 到 了 的 同 态 光 使 得 图 6.3.1 可 换 . 


S » 下 
k(p)* 闫 
S/k(P) 
图 6.3.1 


证 根据 S/n 上 二 元 运算 * 的 定义 ， jp#(ab) = Hab = ja * pp = J#(a)* 
A#(b), yabe 5. 现在 我 们 定义 映射 几 : S/k(e) 一 了 为 w((k(yp))a) = yp(a), vae 5. 

(1) 内 是 可 定义 的 . 事实 上 , 如 果 (k(yp))。= (k(p))s,Va,bE 5, 则 根据 定理 6.3.1， 
k(p)(a,b) = 1. 因此 (a,b) € ker(w). 故 w((k(p))a) = pla) = p(b) = w((k(p))s). 

(2) yw 是 一 一 的 . 假设 p(a) = yp(b). 则 (be ker(p). 因此 k(yp)(a,b) = 
(a,b) = 1 (k(p))a = (KR(p))s. 
(3) 是 同 态 ， 对 任意 ob € S, w((k(p))a * (k(p))s) = W((k(P))ab) = p(ab) = 
Pla)p(b) = v((k(p))a)Y((R(p))). 

(4) 图 6.3.1 是 可 换 的 . 事实 上 , 设 a€ S,V(k(p))#(a) = yw((k(p))a) = p(a). 因 
此 vw((k(p)# = 9. 口 

6.3.6 定理 “假设 六 > 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 同 余 关 系 且 p< v. 则 存在 唯一 同 
态 少 : Sn 一 S/v 使 得 图 6.3.2 可 换 ， 进一步 地 ，(S/1)/k(w) 和 S/v 同 构 . 


S S/v 


fkerp 
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证 定义 几 如 下 多: S/4 一 5S/v | Wja) = vo,Va € 5S. 如果 ya = po, 则 
pA(a,b) ==1<v(a,b) 坊 v(a,b) =1. 因此 v= nus. 故 少 是 可 定义 的 . 人 

证 明 ， 作 为 练习 . 证 毕 . 

我 们 知道 一 个 半 群 5 的 Fuzzy 子 集 全 体 F(S) 和 5 的 Fuzzy 子 半 群 全 体 加 
关于 Fuzzy 子 集 的 乘法 运算 构成 半 群 . 

6.3.7 练习 ”假设 半 群 S 和 半 群 了 同 态 ， 则 半 群 F(S) 和 半 群 F(T) 同 态 . 特 
别 地 ， 如 果 S 和 了 同 构 ， 则 F(S) 和 F(T) 同 构 . 

6.3.8 练习 ”假设 JE FC(S). 则 S/1 和 5/1-! 同 构 . 

6.3.9 练习 ”假设 jvE FC(S), py < wv. 定义 5S/j 上 的 Fuzzy 关系 zi 如 下 ， 
(v/p)(ap, by) =v(a,b), Va,bE S. 证 明 v/j 是 S/ 上 的 Fuzzy 同 余 . 


6.4 Fuzzy Rees 同 余 


本 节 我 们 研究 Fuzzy Rees 同 余 和 Fuzzy Rees 同 余 半 群 . 
6.4.1 定义 “一 个 半 群 5 除了 Vs 和 As 不 再 包含 其 他 任何 Fuzzy 同 余 ， 3 
称 为 Fuzzy 同 余 自 由 的 . 
6.4.2 定义 ” 半 群 5S 称 为 Fuzzy 0- 单 的, 如 果 5? 关 {0} 且 0s 和 5 是 5S 仅 
有 的 Fuzzy 理想 . 
设 上 是 半 群 5 的 Fuzzy 理想 ， 通 过 / 我 们 定义 S 上 的 一 个 Fuzzy 二 元 关系 
gu 如 下 如 果 z 关 2 04(z,y) = p(z) 信 p(y); 如 果 z = gu(z,z) = 1. 对 任意 的 
(z,y) e 5S x 5, 不 难 验证 9,, 是 可 定义 的 ， 且 
6.4.3 定理 ” 设 /是 半 群 5 的 Fuzzy 理想 ， 则 0, 是 3 上 的 Fuzzy 同 余 . 
证 由 6 的 定义 显然 b 是 自 反 的 对 称 的 ， 进 一 步 地 ， 对 任意 zy e 5,， 
guogu(z,y) = supxes(gu(z,z) Agu(z,2)). 
如 果 z =y, 则 90,00,(z,2) = sup:esgu(z,z) > gu(z,z) = 1. 因 此 bogu(z,z) = 
0,(z, 7). 
如 果 z 关 vy, 则 
Buonzy) = sup (0p(z,2) NOp(y,z)) 
z€S—{zy} 
(gu(z,z) 和 gun(z,y) V (Ou(z,y) \ Op(y,y)) 
= (zy)V sup (A(z)Ap(z) Ap(z) A p(y)) 
zES—{z,y} 
< (TYY sup (p(z) Ap(Y)) 
zES—{z,y} 
= Op(T,Y) V gun(z,y) = Op,Y). 


因此 bu 是 传递 的 . 
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另 一 方面 ， 对 任意 的 z,y,ce 5, 如 果 cr = cz, 则 9%(cz,cy) = 1 > 9u(z,y). 如 
果 cz cy, 则 z##y 且 bu(er,cy)=Acr)A 人 Acy) > Hz)AAG) = 9,(z,y). 这 意味 
着 9,, 是 左 相 容 ， 同 理 我 们 可 以 证 明 9,, 也 是 右 相 容 . 证 毕 . 口 

3 中 由 3 的 一 个 非 零 Fuzzy 理想 /决定 的 Fuzzy 同 余 0,( 定 义 如 上 所 述 ) 我 们 
称 之 为 Fuzzy Rees 同 余 . 设 是 5 的 Fuzzy 理想 . 记 50pppy = {ze 5:p(z) = 1}. 
则 sapBw 是 3 的 理想 ， 类似 于 半 群 的 Rees 同 余 的 相关 结论 ， 我 们 有 

6.4.4 定理 ” 设 / 是 半 群 5 的 Fuzzy 理想 . 设 4 是 3 的 包含 55pp/ 的 理想 
集 ， 忆 是 商 半 群 5/0, 的 理想 集 ， 则 映射 了 : J 一 Jbu(Js 4) 是 4 到 已 满 的 保 
序 一 一 映射 . 

证 假设 J 是 5 的 理想 . 则 容易 看 出 J0, 是 半 群 5/0,, 的 理想 . 设 用 ,JE A 
且 刀 1 了 J2. 则 存在 a € 3 使 得 oem 或 ae Ji 如果 ae wm 则 
几 bu 关 J20. 事实 上 ， 如 果 9 = Jo9。, 则 存在 bE J 使 得 ab = b8 显然 
& 天 因此 (a6,)(b) = 0%(a,b) = p(a) Ap(b) = 60,(b) =1. 故 pla) = plb)=1, 即 
ae 50PpPh C Jo. 矛盾 . 同 理 , 如 果 a € J2\1, 则 也 有 10, 关 Jo9,. 因此 f 是 单 射 . 

设 K9, 是 5S/ 的 理想 是 Ki = {rE S| ZT0，E€ K9w}. 则 对 任意 ze Ki1， 
(Sz)g = S50,o z0，C S94o K9，C Kb 即 Sz C Ki， 类 似 地 ， 我们 可 证 明 
ZS C Ki. 因此 Ki 是 5S 的 理想 ， 另 一 方面 ， 对 任意 a e sapp/ 且 ze Ki 

A) 如 果 a = az, 显然 ae Ki. 

B) 如 果 a 头 az, 对 任意 ze 5, 分 以 下 几 种 情形 讨论 ， 

1) 如 果 z 关 a,az, 则 


(abguj(z) = Ou(a,z)=p(a)Ap(z) (因为 plo)=1) 
= p(az) Ap(z) = ((az)0,,)(z). 


2) 如 果 z=@&, 则 (a6,)(a) =1=p(a) Ap(z) = ((az)0,)(a). 

3) 如 果 z = az, 根据 2), (a8,)(azx) = ((az)gu)(az). 
因此 (a6,) = (oz)g. < Kg 即 ae Ki. 故 Ki 是 39 的 包含 Sappy 的 理想 ， 显 然 
Ki9, = 天 0 以 上 证 得 f 是 满 的 . 


了 是 保 序 的 仅仅 是 简单 的 验证 ， 证 毕 . 口 
6.4.5 定理 ” 设 5 是 有 零 元 的 半 群 . 则 映射 9 : 一 9 (ne FI(S)) 是 从 
FI(S) 到 FC(S) 的 保 序 单 射 . 


证 假设 ,pa s FT(5) 且 jn 关 pz, 则 存在 z+ Ee 3 使 得 各 (z) 关 jz(z). 显然 
z 关 0. 因此 


Oz,0) 三 Ai(z)AAa(0) = 内 (z)，ga(z,0) = p2(z) A p2(0) = p2(z). 


只 有 #9. 9 是 单 射 .9g 是 保 序 的 显然 . 证 毕 . 口 
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6.4.6 定义 ”如 果 半 群 5 的 每 个 Fuzzy 同 余 是 Fuzzy Rees 同 余 ， 则 5 称 为 
Fuzzy Rees 同 余 半 群 ( 简称 FRC- 半 群 ). 

6.4.7 定理 设 5 是 FRC- 半 群 . 则 

(1) 5 有 零 元 0; 

(2) 如 果 9 是 5 的 Fuzzy 同 余 ， 则 9 = 9, 这 里 pn(z) = g(z,0), Yr € 5S. 

证 (1) As 是 3 上 的 Fuzzy 同 余 . 因为 5S 是 FRC- 半 群 ， 所 以 存在 一 个 5 
的 Fuzzy 理想 J( 关 0) 使 得 As = 0,. 因为 关 0, 所 以 ju(z) 关 0,z€ 5. 因此 对 任意 
YE S,Yy #7, As(y,7) = Op.(z,Y) = p(T) A p(y) = 0. 因此 p(y) = 0. 因为 hk 是 5 的 
Fuzzy 理想 ， 对 任意 z e S, Hp(zz) > p(x), Hu(zz) > NM(z), 这 意味 着 zz = zz = z, 即 
z 是 5 的 零 元 . 

(2) 设 9 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 因为 5 是 FRC- 半 群 ， 存 在 Fuzzy 理想 
k( 关 0) 使 得 6= 0,. 设 v(z) = bg(z,0),Yz e S. 则 对 任意 ye 5， 

Z(yz) = bg(yz,0) > g(z,0) = v(z)， 
v(yz) = bg(yz,0) > 0(y,0) = v(y), 
z(0) = 6(0,0) = 1. 

因此 v 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 为 完成 证 明 我 们 下 面 仅 需 证 明 v = 1， 因 为 对 任意 
y € 5,y#0,v(y) = 0(y,0) = 0,(y,0) = p(y) A py(0) = p(y). 因此 j=w. 证 毕 ， 口 

6.4.8 定理 ” 设 9 是 FRC- 半 群 ，FI(S) 是 5 的 所 有 Fuzzy 理想 格 ，FC(S) 
是 3 的 所 有 Fuzzy 同 余 格 ， 则 喘 射 9 :一 90。, py EFI(S) 是 FI(S) 到 FC(S) 的 同 
构 . 

证 根据 定理 6.4.4, 6.4.7, 9 是 保 序 单 的 ， 要 证 明 9 是 保 格 序 的 ， 我 们 仅 要 证 
明 
(Vu, p2 € FI(S)) Op Mbps = Op ras Os V Ops = Ovia. 


因为 对 任意 zy e S,z #*y， 
(Os A Oia) (zy) = Op (zy) NOpa(T,Y) = p17) A p(y) A pa(z) A p2(y) 
= (p31 A pa)(7) A (p31 A p2)(Y) = Op aa (7,Y), 
且 显 然 go Agrua(z,z) = guwma(z,z) = 1. 这 意味 着 0,, 人 9,, = jn Apa: 因为 pn, p2 < 
HV pz, 所 以 go < guavua 且 gu < guavra: 因此 gu V ps 和 guavio、 另 一 方面 ， 对 
任意 zye S ,z 关 办 
Ovua (TY) = (UVHa)z)AUayAm)G)= (p12) V po(7)) A (p(y) V p2(y)) 
= (pa(z) Apa(y) V (pn(z) A p2(y)) 
Vp1(y) A p22)) V (pa(z) A p29)). 
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进一步 地 ， 
H(z7) Apa(y) = On (TY) & (Ops 0 bys)(z,Y) 
< (Op 0 Opa)™ (1,Y) = (Op V Ona)(7,Y). 
pa(£) A p2(y) = Opa (2,Yy) < (Op, © Opa)(7,Y) 
< (Ops 0 8s)™ (x,Y) = (Op V Os) (2,Y). 
且 
Aa(z)A 人 Hpa(g) < p1(zY) Apa(zg) Mp1(z) A pa(y). 
Hpa(z) 人 ma(y) 和 和 (zy) 人 Ha(zy) 和 Ha(z) 入 Aa(y). 
我 们 讨论 (3) 以 下 列 情形 : 
1) 如 果 zy = z, 则 


ja(z)AHma(y) 和 Aa(z) 人 Ha(z) 和 人 Ha(y) 
& p2(z) A paly) < (gu V Ons)(z,y) (由 (2)). 


2) 如 果 zy = 2 则 


H(z) A pa(y) 和 p(y) A pa(y) Ama(z) 
< pi(z) Apn(y) < (Op V Os)(z,y) (由 (1)). 


3) 如 果 zy 关 z,y, 则 


M1(T) A paly) < p(T, TY) A bps(TY,Y) < (Op o Op) (zx,Y) 


同 理 我 们 讨论 (4) 以 这 些 情形 : 
4) 如 果 zy = z, 则 


Ha(z) A p(y) < pi(7) Ap(y) < (Ou, V Ou)(z,y) (由 (1)). 
5) 如 果 zy =y, 则 

Ha(7) A p(y) < p27) A p2(y) < (gw V Ou)(z,y) (由 (2)). 
6) 如 果 zy 险工,y, 则 


Ops (Y, TY) A Ops (TYy, 7) < (Op V Oya)(y, 7) 


Hal(T) p(y) < 
& (9o 00p2)™ (Y,7) = (Op, V Ops)(z, 9). 


< 
& (bi 0 81s)™ (2,9) = (On V Op)(z,y) (由 (2)). 


(6.4.1) 


(6.4.2) 


(6.4.3) 
(6.4.4) 
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总 结 以 上 所 有 情形 ,vps(z,y) < (gu V 04s)(z,y), 即 jvns。< (gu V 0s). 结果 我 
们 证 明了 guvua = (gm V bx). 证 毕 . 口 

因为 FI(S) 是 分 配 格 ， 根 据 定理 6.4.8, 我 们 有 

6.4.9 定理 ”假设 5 是 FRC- 半 群 。 则 格 (FC(S), +,。) 是 分 配 的 . 

6.4.10 定理 ”假设 3 是 FRC- 半 群 且 5? 关 {0}. 则 5 是 Fuzzy 同 余 自由 的 当 
且 仅 当 5S 是 Fuzzy 0- 单 的 . 

证 (一 ). 假设 S 是 Fuzzy 同 余 自 由 的 且 w( 尖 0) 是 5 的 Fuzzy 理想 ， 则 9。 
是 3 上 的 Fuzzy 同 余 . 因为 5 是 Fuzzy 同 余 自 由 的 ， 所 以 6, = Vs 或 b = As. 

如 果 9 = Vs, 则 对 任意 ze S(z 关 0), gu(0,z) = Vs(0,z)=1=A(0) 和 AHz)= 
A(z). 因此 人 = 1s. 

如 果 0 = As, 则 对 任意 ze S(z 关 0), bg(0,z) = wz) = As(0,z) = 0. 因此 
6 = 05. 

(<=). 假设 5 是 Fuzzy 0- 单 的 ，9 是 S 的 Fuzzy 同 余 . 则 存在 一 个 S 的 Fuzzy 
理想 J( 关 0) 使 得 9 = 6 因为 8 是 Fuzzy 0- 单 的 ， 所 以 j= 0s 或 由 = 1s. 如 
果 / = 1s, 则 对 任意 zy se S (zx zy), g(z,y) = gu(z,y) = nz) 人 p(y) = 1 因此 
9= Vs. 如 果 上 = 0s, 通过 简单 的 验证 9,, = As. 证 毕 . 口 

6.4.11 定理 ”FRC- 半 群 的 同 态 像 也 为 FRC- 半 群 . 

证 设 5 是 FRC- 半 群 ，f :5 一 'T 是 半 群 8 到 半 群 7 的 满 同 态 且 9 是 
T 上 的 Fuzzy 同 余 . 定义 $(z,y) = 90(f(z),f(y)), Yr,yeE S. 则 5 是 5 的 Fuzzy 同 
余 ， 事实 上 ， 少 的 自 反 性 和 对 称 性 是 显然 的 ， 因 为 


gog(z,a) = V Wl 2) A (zy)) 
= Veue Ff(2)) A (f(z), f(y))) 
< Veet 0(z, f(y))) 
= Go O)(f(2), f(y)) < O(f(z), f(y)) = blz, 9). 
所 以 6 是 传递 的 ， 另 一 方面 ， 对 任意 zx,y,z,te 5， 


Gzz,Yt) = 9(1(zz, f(yt)) = O(f(z)f(z), Fo)7(G) 
> O(f(z), f(y)) AO(f(2). f(t)) = $x,Y) A Gly,t). 


因此 6 是 相 容 的 . 因为 6 是 S 的 Fuzzy 同 余 , 根据 假设 存在 一 个 $ 的 Fuzzy 理想 
HK( 关 0) 使 得 9 = 如: 设 fp): fp)(z)=supsey-(zyk(z). 则 f(p) 是 T 的 Fuzzy 
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理想 ， 事 实 上 ， 对 任意 z,y eT， 
f(zy) = sup p(z)> sup  p(z) 
zEf -1(zy) szEf-1(2)f -1(y) 
pz122) > sup pl(21)= f(p)(2), 
a1€f-1(z) 


sup 
x1€f 1(z),z2€f-1(y) 
同 理 f(p)(zy) > f(p)(y). 因此 f(p) 是 T 的 Fuzzy 理想 . 
下 面 我 们 证 明 6 = 0y(y). 因为 对 任意 z,y € T, z 六， 
9(z,y) = 0(f(a),f(b)) (显然 ,a 取 b) 
= $a,b) = bp(a,b) = p(a) A p(b) 
<( sup HK(z))A( sup p(z)) 
z€f-!1(z) zEf -1(y) 
= f(D(z) A fH(Y) = 040) (2,Y). 
所 以 9 < bf, 另 一 方面 ， 


gf(o(z,y) = FT) A FY) = sup pz)A sup p(w) 
zEf -1(z) weEf™i(y) 


(p(z) Ap(w)) = sup Gn(z,w) 
z€f-1(z),wef -1(y) 


sup $lz,w) = sup 0(f(2), f(w)) 
zs€f™1(z),wef™1(y) zEf™1(z),wef™1(y) 
< 0(z,Y). 


因此 0y0w < 9. 结果 gf = 9. 证 毕 . O 


= sup 
z€Ef-1(z),wef -1(y) 


6.5 Fuzzy 同 余 扩 张 


本 节 引 入 半 群 的 模糊 同 余 扩张 的 概念， 给 出 了 模糊 同 余 扩 张 的 同 态 性 质 ， 同 
时 ， 本 节 研 究 了 带 有 模糊 同 余 扩 张 性 质 的 半 群 类 ， 证 明了 一 个 半 群 5 有 模糊 同 余 
扩张 性 质 当 且 仅 当 S 有 同 余 扩张 性 质 . 
设 6 和 少 是 半 群 S 上 的 Fuzzy 关系 ，T 是 5 的 子 半 群 ，9 和 关于 了 的 二 
元 运算 “or” 定义 如 下 : 
(vz,y € 5) (gorg)(z,y) = sup(O(z, 2) A (2,9)). 


9 称 为 7-Fuzay 传递 的 ， 如果 0670 S 8 则 6 的 Fuzzy 7- 传 北 困 包 是 70", 记 
为 rT9™, 这 里 of 


一 一 一 一 一 
Tb 一 gorbgor…orp0. 
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如 果 9 < 0, 则 容易 看 出 79~ <T bg~. 如 果 了 = 5, 我 们 用 9o 9 和 9 分 别 代替 
9os$ 和 19”. 假设 a 是 S 上 的 Fuzzy 关系 ， 了 是 5 的 子 半 群 . 用 alr 表示 S 上 
的 Fuzzy 关系 a 在 了 上 的 限制 . 如 果 a < frxr 且 alrxr 是 T 了 上 的 Fuzzy 同 余 ， 
则 a 也 称 为 了 的 Fuzzy 同 余 . 

6.5.1 定理 ” 设 a 是 半 群 5 的 Fuzzy 关系 且 了 是 3 的 子 半 群 . 则 a 是 了 的 
Fuzzy 同 余 当 且 仅 当 对 任意 te (0, 1], at 是 了 的 同 余 . 

证 因为 a< lrx7, 所 以 对 任意 te (0,1], at Sc (Tx7T) 且 at=(alrxT). 由 
练习 6.1.4 (1), at 是 T 的 同 余 . 

反之 , 因为 a: S(TxT),vie(0,1], 且 a= Wi 所 以 suppa STx7T, 即 

,1 


Qa < 1rxT. 容易 看 出 a 在 T 上 是 Fuzzy 自 反 、 Fuzzy 对 称 且 Fuzzy 相 容 的 ， 为 了 
证 明 a 是 7 上 的 Fuzzy 同 余 ， 我 们 仅 需 证 明 在 T 了 上 aora < a. 事实 上 ， 


Vlu,v) € (aora)? = (aora)(u,v) >t 
> V (a vw) valw,v)) >t= 3reT,a(wr) 2t,a(r,v) >t 
weT 
= (ur) € a (7,v) € at = (u,v) € (Qt oT Qt). 
Vuv) € (ator om) 3 Jw ET,(u,w) eat,(w,v) Ea 


= a(vu,w) Aa(w,v) >t (aora)(u,v) 2t= (u,v) € (a or a) 


因此 (aora)? S (atorat) S (aora)t. 故 对 任意 te (0,1],t(aora)? < tatorat < 
t(a or a)t. 因为 (aor al = U taorat = U t(aor a)?, 所 以 aora= 
te(0,1] te(0,1] 


Ut(at or at). 由 假设 (at or at) S ae Vie (0,1. 因此 aorag U tar=a. 
te(0,1] te(0,1] 


证 毕 . 口 

假设 a 是 S$ 上 的 Fuzzy 关系 ， 了 是 5 的 子 半 群 且 是 了 的 Fuzzy 同 余 .如 
果 存 在 S 的 Fuzzy 同 余 a 使 得 a* nlrxr = a, 那么 a* 称 为 a 的 Fuzzy 同 余 扩张 ， 
在 不 至 于 混 清 的 情况 下 我 们 也 称 a* 是 a 的 Fuzzy 同 余 扩张 . 

6.5.2 定理 半 群 S 的 子 半 群 了 上 的 Fuzzy 同 余 a 具有 到 3 的 Fuzzy 同 余 扩 
张 当 且 仅 当 as 是 a 到 5 的 Fuzzy 同 余 扩张 ， as 是 5S 上 的 由 a 生成 的 Fuzzy 同 
余 . 

证 如 果 a* 是 a 到 5 上 的 Fuzzy 同 余 扩 张 . 则 anlrxr = a. 因为 a < a*， 
容易 看 出 as < 且 a<asnlrxr<acnlrxr=a. 因此 asnlzrxr= 

反之 ， 显 然 ， 证 毕 . 口 

假设 5 和 X 是 半 群 ，v 是 S 到 X 的 满 同 态 ， 我 们 知道 Kerf = {(a,b) € 
Sx5:f(a) = f(b)} 是 S 上 的 同 余 . 以 下 Y 是 XX 的 子 半 群 且 =f-1(Y). 则 
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6.5.3 定理 设 a 是 XX 上 的 Fuzzy 关系 目 为 Y 上 的 Fuzzy 同 余 . 设 p 是 5 
上 的 如 下 定义 的 Fuzzy 关系 : 。p(z,y) := a(f(7),f(y)),Yr,y€ S. 则 p 是 T 上 的 
Fuzzy 同 余 . 

证 如 果 zg7T, 则 f(z) 4Y. 因此 p< 1l7xzr. 对 任意 z,y ET, 显然 olz,z) = 
1,p(z,y) = p(y,7) 且 p 关 于 了 是 Fuzzy 相 容 的 . 因此 为 了 证 明 p 是 T 了 上 的 Fuzzy 
同 余 ， 我 们 仅 需 证 明 在 了 上 por p C p. 事实 上 ， 

por plz,y) = sup(p(z, 2) A plz,y)) = sup(a(v(z), ¥(z)) Aa(p(z), p(y))) 

< aoy a(y(z), p(y)) < a(p(7), p(y)) = plz,y) vey ET. 
证 毕 . 口 

上 定理 中 的 了 上 的 Fuzzy 同 余 p 称 为 a 的 Fuzzy 拉 回 . 

6.5.4 定理 设 a 是 Y 上 的 Fuzzy 同 余 ，p 是 a 的 Fuzzy 拉 回 ， 则 下 列 各 款 
成 立 : 

(1) 如 果 p = Ar, 则 a = Ay; 

(2) 如 果 a = Ay, 则 p = lkerentrxTji 

(3) p 是 frxT 当 且 仅 当 a 是 fyxy; 

(4) th yay end 

证 我 们 仅 证 明 (1) 和 (2), (3) 和 (4) 作为 练习 . 

() 如 果 z =yeY， A ET 使 得 a(z,y) = a(p(z), p(y)) = p(z1,21) = 1. 
否则 ,如果 z 4 Y,y e X, 则 存在 zi 4g 了 和 yi e 5 使 得 p(z1) = z,p(w) =y 且 
al(z,y) = a(f(z1), f(y1)) = p(z1,y1) = 0. 相似 地 ， 我 们 有 a(z,y) = 0, y 4Y. 因此 
a= Ay. 

(2) 因为 p(z,y) = a(yp(z), p(y))， 由 a = Ay, 则 如 果 p(z) = yp(y) Ee 多 有 
P(z,y) = 1; 否则 p(z,y) = 0. 因此 如 果 (z,y) e Kerpn (Tx7T), 则 my = 1; 否则 
p(z,y) = 0. 这 意味 着 p = 大 srentrxT: 证 毕 . 口 

6.5.5 定理 设 p 是 S 上 的 Fuzzy 关系 上 且 为 了 上 的 Fuzzy 同 余 (= f-1(Y)). 
又 设 9 是 关上 以 下 定义 的 Fuzzy 关系 : 

0O(z,y) = sup Plti,t2), 7,y € X. 
ti€f-1(z),t2€f -1(y) 
则 9 < fyxy 且 9ly 是 Fuzzy 自 反 、 Fuzzy 对 称 和 Fuzzy 相 容 的 . 
证 因为 p < frxr, 容易 看 出 9 < fyxy. 对 任意 的 re Y, 因为 glz,z) = 
sup p(t1,t2) > p(t1,t2) = 1, 所 以 g(z,z) = 1. 当然 9 是 Fuzzy 对 称 的 . 


tit2€f 1(z) 


下 面 证 明 9 在 Y 上 是 Fuzzy 相 容 的 . 设 (z,yg) sy xY,ceY. 则 


O(cz,cy) = sup p(k1, k2). 
ki€f -1(cr),k2Ef -1(cy) 
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对 任意 的 ti € f-!(z),tz € f~!(y), 因为 ce Y, 则 存在 ci eT 使 得 f(c1) =c. 因此 
cite f-!1(cz),cit2 € 三 1(cy). 故 


Olcricy) > sup ploticita)= sup plciti,cit2) 
eataef 一 1(cz) tey-1(z) 


c1t2€1 (cy) t2€171(y) 
sup plti,t2) = 0(z, y). 
t1€f™1(z),t2ef -1(y) 
同 理 可 得 bg(zc,yc) > bg(z, 切 . 证 毕 . 口 


6.5.6 引 理 设 p: 和 ps 是 S 的 Fuzzy 关系 目 为 5 的 子 半 群 了 =/f-!(Y) 的 
Fuzzy 同 余 . 则 了 的 包含 pl 和 pa 的 最 小 Fuzzy 同 余 ( 记 为 p1+7p2) 是 (pio7p2). 

证 假设 z,y€ 5. 不 失 一 般 性 设 z 4T. 则 pi or pa(z,y) = supser(p1(z,z) 信 
pa(z,g)) = 0, 且 


oo 


T(p1 oT pa)™(z,Yy) = V Tp1 or p2)"(z,y) 


n=1 


( ((p1 or pa) (st) A 
n=l ‘titartn-1ET 


A(p1 or p(n-1y)) 
三 0 (因为 pi er p2(z,t1) = 0). 


因此 7T(piorpz)” < 17xT. 另 一 方面 ,容易 看 出 在 T 了 上 7T(piorp2)” = (pioTpz)”. 根 
据 假 设 T(piorp2)~|r 是 了 上 的 由 pilr 和 plzr 生成 的 Fuzzy 同 余 . 因此 (piorp2)” 
是 了 的 Fuzzy 同 余 . 

进一步 地 , 设 p 是 5 的 Fuzzy 关系 且 为 8 的 子 半 群 了 的 包含 pi 和 ps 的 Fuzzy 
同 余 . 则 pi or pz < p. 因此 r(pi or p2)” < p. 证 毕 . 口 

根据 定理 6.5.5 和 引 理 6.5.6, 容易 得 出 

6.5.7 定理 假设 p 是 5S 上 的 Fuzzy 关系 目 是 了 = f-1(Y) 的 Fuzzy 同 余 . 设 
9 是 六 上 的 Fuzzy 关系 定义 如 同 定理 6.5.5. 则 rgbce 是 了 的 Fuzzy 同 余 . 

上 定理 中 yb 称 为 p 的 Fuzzy 推出 . 

6.5.8 定理 ”假设 a 是 Y 的 Fuzzy 同 余 . 如 果 p 是 的 Fuzzy 拉 回 . 则 a 是 
2 的 Fuzzy 推出 . 

证 根据 T(= 广 :(Y)) 的 Fuzzy 同 余 的 Fuzzy 推出 的 定义 ， vbee = 山 TO 
是 p 的 Fuzzy 推出 , 这 里 (Yz,y < 了 Y) 9(z,y) = supeey (wisej-itw) p(t,t2). 因 为 p 
是 a 的 Fuzzy 拉 回 , 所 以 p(t1,t2) = a(p(t1), p(t2)) = a(z,y). 因此 9(z,y) = a(z,y). 
故 yb =ya” =a 是 p 的 Fuzzy 推出 .证 毕 . 口 


第 6 章 ”Fuzzy 同 余 理论 .145 ， 


6.5.9 定理 设 p 是 5 的 子 半 群 了 = 广 !(Y) 的 Fuzzy 同 余 ，a 是 p 的 Fuzzy 
推出 . 又 设 万 是 a 的 Fuzzy 拉 回 . 则 

(1) PS 万 

(2) p = 万 当 且 仅 当 fkerpn(rx7T) < 2 

证 (1) 由 假设 a = yb”, 这 里 0(z,y) = supuee-itz)tace-ity) P(t1,t2), Vz, 
ye 是 


(Vz,y ET) F(z,y) = a(p(z), p(y)) = V vO"(p(z), p(y)). 
n=1 
因为 ze yp 1(p(2)),y € p91(p(y)). 所 以 plz,y) < 0(p(7), p(y)) < Blz,y) , Vo, 
y ET. 因 此 p< 
(2) 如 果 万 = p, 对 任意 (z,y) < Kerp n (T x 7T), p(z) = p(y) 且 p(z,y) = 
D(z,y) = a(p(7z), p(y)) = 1. 因此 fkerp nN (T x T) < p. 
反之 , 因为 p 是 T 上 的 Fuzzy 同 余 ， 所 以 


pz,g) > rpa(z,g) = sup (p(z,t1) A plt1,ta) A plt2,y)) 
ttaET 


> sup (lz 和 ) Aplbata) 和 Ap(ta, 轨 ) yz,y ET. 
相生 wp 一](w(z)) 
ta€v -1(v(W)) 


由 假设 fkerpn(rxT) < p, 因为 (z,t1),(t2,y) < Kerp n (T x T), 所 以 p(z,t1) = 
pltz,y) = 1, 这 意味 着 p(z,y) > 6(yp(z),wp(y))， 由 9 的 定义 , 我们 有 p(z,y) = 
9(p(z), p(y)), Yz,y eT. 因此 vneN, 


YO"(p(z), p(y)) = sup sup …， sup (0(p(z) Az1) A N02n-1, p(y))) 
z1€Y z2€Y 2n~1EY 


所 sup (O(p(z), plt1)) A A O(pltnm1), p(y))) 


ttarentn-1ET=9-1(Y) 
sup _ (p(z,t1) A A pltn-1,Y)) =7 p™(z,Y). 
ttar tn 1ET 


因此 pln,y) = zp"(zwy) 一 入 YO"(p(z),p() = Bn,y). 由 此 推出 = 五 证 
毕 . 口 

现在 我 们 准备 描述 上 定理 中 出 现 的 了 的 Fuzzy 同 余 万 

6.5.10 定理 设 p 是 5 的 Fuzzy 关系 目 为 T=p-1(Y) 的 Fuzzy 同 余 ， 如果 
Q 是 Fuzzy 同 余 p 的 Fuzzy 推出 . 则 p +7 fkerpn(rx7T) 是 a 的 Fuzzy 拉 回 . 

证 因为 fkerpn(rxT) < p +7 fkeron(rxT). 根据 定理 6.5.9, 要 证 明 p +7 
fkeron(7x7) 是 a 的 Fuzzy 拉 回 ， 只 要 证 明 a 是 p +7 fkerpn(rx7) 的 Fuzzy 推 
出 . 
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我 们 知道 p +7 fkerpn(TxT) 的 Fuzzy 推出 是 豆 = y6”, 这 里 


$(7,Yy) = sup (p+T lkerpe(TxT))(t1, t2), Vr,y € X. 
trEp-!(z),t2Ep -1(y) 


根据 引 理 6.5.6, p+T fkerpn(TxT) = T(p or fkeron(TxT))”, 且 


Por lkerpn(TxT)(t1,t2) = V (p(t1, 8) 人 1Keren(trxT)(s,tz)) 


seT 
= V plt,s)zp(t,t), t,t ET. 
seTNp-!(y) 
因此 对 任意 z,yeY 
oo 
gz,3) = V (V rT(por 1keron(TxT))" (ti, ta)) 
ti1€Ep-1(z)t2Ep -1(y) n=1 
> V (por lkerpN(TxT))(t1,t2) 
ti€Ep-1(z)t2Ep -1(y) 
> V p(t1,t2) = a(z,y) (因为 ,to eT). 


tiEp™!(z),t2ep 1(y) 
因此 区 = y9”> ya” = a. 另 一 方面 
gz,y) = V ( Vr(por tkeeencren) "(tty) ) 


tiEp™ 1!(z),txEp™!(y) “n=1 


到 V V V (p oT lkerpn(TxT)) 


tiEp (7),t2ep 1(V) n=1 ki,kaw kn ET 
(t1,k1) A…A(por lkerpN(TxT)) (kn-1,t2), Vz,y € Y. 


因为 
Po7 lkKerpn(TxT) (ki, ki-1) = V (p(ki, s) A lkerpn(TxT))(s, ki-1) 
seT 
= V plk,s)<0(p(ki),p(ki1)), 
sEp-1(p(ki1)) 
所 以 


$7,y) < V V VV ep)A…Aee(kn cu 人) 
tiEp- 1(7),t2Ep™1(y) n= ki,k2,,kn—1ET 


< V V YO"(z,y) = a(z,Y), Vr,y €Y. 
tiEp -1(z),t2Ep™1(y) n=1 
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结果 56<a 且 = YG”< ya” = a. 结合 以 上 两 步 我们 证 得 a 是 p +7 
fkeron(TxT) 的 Fuzzy 推出 .证 毕 . 全 

6.5.11 定理 ” 设 y 是 半 群 3 到 半 群 X 的 满 同 态 . 设 Y 是 X 的 子 半 群 ，a 
是 X 上 的 Fuzzy 关系 且 是 Y 的 Fuzzy 同 余 . 设 p 是 a 到 T=f-!(Y) 的 Fuzzy 拉 
回 ，ax 是 上 a 生成 的 Fuzzy 同 余 ，o 是 ax 的 Fuzzy 拉 回 . 则 

(1) 如 果 ps 是 p 生成 的 S 的 Fuzzy 同 余 . 则 ps 的 Fuzzy 推出 是 ax; 

(2) 如 果 o 是 p 到 5 的 Fuzzy 扩张 ， 则 a 可 以 Fuzzy 扩张 到 X. 

证 (1) 由 定义 ps 的 Fuzzy 推出 是 ,这 里 B(z,y)=Viey-i(z),tew-i(y) ps(t， 
t2), Vz,y E X. 因为 a 是 p 的 Fuzzy 推出 所 以 a = y9”, 这 里 

9(z,y) = V plli,t2), Vr,y eX. 
ti€Ep-1(z),t2Ep™1(y) 

因为 p < ps, 所 以 g < B. 因此 vb < yp < pr. 因为 Bee 是 X 上 的 Fuzzy 
同 余 ， 所 以 ax = (ybgs)x < De. 

男 一 方面 , 设 >,y e X. 如 果 z=y, 则 ax(z,y)= 8”(z,y)=1. 如 果 z 关 y, 则 
ty # to, Vi € f(z),to € oO) pre 人 zy) = supe, ep-i(s) tsep-1(y) PS(t ta), 
且 ps(ti,ti) = V, B"(t,t2), 这 里 B = p* U (p*)-!U As. 不 难看 出 p(a,b) = 
p(b,a),va,be S, 因此 


Blti,t2) = p* (ti,t2) V (p°) (ti, ta) V As(ti, t2) 
= p*(t1,t2)V p*(tz, 妇 ) (因为 白头 妇 ) 


- sp PODV (sop ol 中 
VEX1uUav 一 tivubu 一 t2 UVEXT ,uav=t1 ,ubv=t2 

= sup pla,b) = sup a(yp(a), p(b)) 
uvEXl, uav=tl ,ubv=t2 UVEX! ,uav=ti,ubv=t2 


进一步 地 ， 
al(p(oj,e() < ax(p(a), p(b)) 
< ax(p(up(a)p(v), plu)p(b)p(v)) 
= ax(p(t1), p(t2)) = ax(7, Y). 
因此 B(t1,t2) < ax(z,y), 这 意味 着 
B"l(ti,t2) = sup (B(t1, ki) A A B(kn-1,t2)) 
ki,k2,,kn—1€ES 
sup soxlz, PR) A Nax(p(kn-1),y)) 


Kishan 1€ 
< ax(z,y) < ax(z,y). 
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此 ps(ti,t2) < ax(z,y), 妈 8™ (x,Y) & supe, epi(z),trev-i(y) OX(T,Y). 故 B™ < 
Qx. 


(2) 因为 是 ax 的 Fuzzy 拉 回 且 a 是 p 的 Fuzzy 推出 ， 所 以 


(ax nlyxy)(z,y) = ax(z,y) 
= o(ti,t) (te yp (7),ts € p(y)) 
= (oNlrxT)(t1,t2) (因为 t,t2 ET) 
= plti,t2), Vr,y EY. 


因此 (ax N lyxy)j(z,y) = saps epi(z)t2ep -1(y) Plt,t2) = a(2,9), Vr,y EY. 故 ax 
是 a 向 X Fuzzy 同 余 扩张 . 证 毕 . 口 

设 5 是 半 群 ，$S 称 为 具有 Fuzzy 同 余 扩 张 性 质 (简称 FCEP), 如 果 对 3 的 任意 
子 半 群 了 ,p 是 全 的 Fuzzy 同 余 ， 则 p 能 Fuzzy 扩张 到 5, 即 存在 5 的 一 个 Fuzzy 
同 余 p* 使 得 p* N frxr = p. 

6.5.12 定理 半 群 S 具有 FCEP 当 且 仅 当 它 的 任意 子 半 群 也 有 FCEP. 

证 设 T 是 5 的 子 半 群 ，X 是 了 的 子 半 群 . 设 p 是 T 上 的 Fuzzy 关系 且 是 
苞 上 的 Fuzzy 同 余 . 因为 X 也 是 5 的 子 半 群 ， 由 假设 ,我 们 有 5S 上 的 Fuzzy 同 
余 p* 使 得 on 人 = p1, 这 里 定义 如 下 :如果 z,yEeT, 则 pi(z,y) = plz,)i; 
否则 pi(z,y) = 

设 p”*=p ee 显然 p* 是 了 上 的 Fuzzy 同 余 且 p= plT =p™*N1xxxlr. Be 
Pp 是 到 T 了 的 Fuzzy 扩张 . 反之 显然 , 证 毕 . 

作为 定理 6.5.11 的 应 用 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

6.5.13 定理 ” 设 p 是 具有 FCEP 的 半 群 5 到 半 群 X 的 满 同 态 . 设 了 是 X 
的 子 半 群 ， 了 T= p-1(Y). 如 果 1lkerentrxz) 在 5 上 生成 的 Fuzzy 同 余 是 fkerp. 则 
Y 的 每 个 Fuzzy 同 余 能 被 Fuzzy 扩张 到 XX. 

证 设 a 是 Y 的 Fuzzy 同 余 且 Pp 是 a 的 Fuzzy 拉 回 . 设 ax 是 大 上 的 由 wa 
生成 的 Fuzzy 同 余 ， ps 是 5 上 的 由 p 生成 的 Fuzzy 同 余 . 由 定理 6.5.10, 6.5.11， 
ps +5 1Kerp 是 ax 的 Fuzzy 拉 回 . 

因为 p 是 a 的 Fuzzy 拉 回 ， 所 以 fkerpn(rxT) < p. 因此 由 假设 fkerp < ps. 由 
此 推出 ps 是 ax 的 Fuzzy 拉 回 . 结果 


(ax nlyxyr)j(z,y) = ax(z,y) = ps(ti,t2) (vii €E 9 (2),t2 €E 9 1(Y)), Vr,y EY. 
因为 S 有 FCEP, 所 以 ps Nn 1rxT = p. 因此 


(ax nlyrxyr) = (ps N17x7)(ti,t2) 
= plti,t2) = a(z,Y). (li € yp (zh 要 ep 1(Y)), vr,y €Y, 
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即 ax 是 a“ 到 X 的 Fuzzy 扩张 . 口 
6.5.14 推论 ”如果 具有 FCEP 的 半 群 S 和 半 群 X 同 构 ， 则 X 也 有 FCEP. 
具有 FCEP 的 半 群 的 同 态 像 是 否 也 具有 FCEP 这 是 一 个 至 今 没有 解决 的 问 

题 ， 我们 下 面 考虑 一 个 特殊 的 情形 . 

6.5.15 推论 设 S 是 具有 FCEP 的 半 群 ， 工 是 3 的 理想 . 则 S/T 也 具有 

FCEP. 

证 设 X=5S/1,w 是 5S 到 XX 的 自然 同 态 . 设 Y 是 X 的 子 半 群 ,T= yw-1(Y). 

则 yp(7) 是 S/T 的 零 元 ， 记 为 0. 

(D 如 果 0<eY. 则 TST. 设 5 是 frerentrxz) 生成 的 3 的 Fuzzy 同 余 . 因为 

Kerp = AsU(Tx 站 ,所 以 


KerenTxm=(Asn(TxD)nTxT)=Aru(TxD). 


因此 fasu(rx1) < lasuuxD 和 6. 故 5= 1kerp. 由 定理 6.5.13, S/T 有 FCEP. 
(2) 如 果 0gY. 则 INT=9. 设 a 是 Y 的 Fuzzy 同 余 . 设 轴 =Yu{0}. 则 
到 是 S/T 的 包含 0 的 子 半 群 . 设 


afz,y)， z,y€Y, 
(Vr,ye S/TD) ol(zy) = 1, z=y=0, 
0, 否则 . 


a 是 久 的 Fuzzy 同 余 且 由 (1),a nlyxy = a 存在 S/7 的 一 个 Fuzzy 同 余 6 使 
得 nlnxwn = al. 因 此 


4nlyxy=(gnlnxn)nlrxr=aanmlrxyr = a- 


故 a 可 以 扩张 到 3/7. 证 毕 . 口 

6.5.16 定理 ” 设 5 是 半 群 . 则 3 有 FCEP 当 且 仅 当 S 有 CEP. 

证 设 T 是 5 的 子 半 群 且 o 是 了 的 同 余 . 则 fo 是 了 上 的 Fuzzy 同 余 . 
根据 假设 存在 S$ 上 的 一 个 Fuzzy 同 余 p 使 得 pn frxr = fo. 设 pl = {(z,y) € 
SxS | pl(z,y) = 1}. 则 pi 是 5 上 的 同 余 且 pin(T x7T) = o. 事实 上 ， 如 果 
(Zz,y) Eo,T,y ET, 则 1o(z,y) =1. 因 此 (pnN1rx7T)(z,y) =1, 即 p(z,y) =1. 由 此 推 
出 (z,y)&E p1n(Tx7T). 反 之 , 如 果 (z,y) epn(Tx7T), 则 z,yeT 且 plz,y)=1. 
因此 1o(zw) =1, 即 (z,y) Eo. 这 时 pi 是 o 到 5 的 扩张 . 

反之 , 设 S 有 FCEP, a 是 了 的 Fuzzy 同 余 . 2 人 

Ef(0,1] 


的 同 余 .根据 假设 对 任意 ax, 存在 一 个 8 的 同 余 BA 使 得 Bn (T xT) = ax. 设 
A= WB 则 8 是 5 的 同 余 且 对 任意 zyeT， 
€(0, 
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(frxr NB)(z,Yy) = Blz,y) = U MBs(z,Y) 


Xe(0,1] 


= U XBNCT xT))(z,y) 


Xe(0,1] 


( U2) = oy) 


Xe(0,1] 
因此 frxrn B=a. 证 毕 . 口 
6.5.17 推论 设 $ 是 具有 CEP 的 半 群 ， 是 5 的 理想 ， 则 S/T 具有 CEP. 
证 ”根据 定理 ， 直 接 验证 ， 证 毕 . 口 


设 / 是 3 的 Fuzzy 理想 . 则 sappun = {z€ 5:k(z)=1} 是 5 的 理想 且 我 人 有 
6.5.18 定理 ” 设 5 是 半 群 旦 /是 5 的 Fuzzy 理想 . 则 S/p,, 和 5/5ippy 同 
构 . 
证 设 p:5S/Sappu 3S/pv | z50pBh zpy. 则 是 可 定义 的 和 单 的 事实 
上 ， 如 果 zsuppy = ysupPy, 则 
(zy) € (suppy x suppu)UAs 人 Sr=Yy 或 zy sumppp 
今 z=Yy 或 pA(z)=p(y)=1z=y 或 p(z)A p(y)=1 


人 pp(7,y) = 1 ph = ypp: 


显然 ”是 满 的 且 p(z5u0pPy .ysupBy) = p(x50PPy) * p(ysupBy). 证 毕 . 口 
6.5.19 推论 ” 设 S 是 具有 FCEP 的 半 群 ，/ 是 8 的 Fuzzy 理想 . 则 S/pv 也 
具有 FCEP. 


在 本 节 的 最 后 我 们 再 回 到 第 4 章 中 看 具有 SFIEP 的 半 群 , 研究 它 和 具有 FCEP 
的 关系 . 我 们 知道 ， 如 果 一 个 半 群 S 具有 FIEP, 则 它 一 定 有 SFIEP. 但 是 逆 对 否 仍 
是 一 个 公开 问题 . 对 于 FRC- 半 群 ， 我 们 有 

6.5.20 定理 ” 设 S 是 具有 FCEP 的 FRC- 半 群 且 5 的 所 有 子 半 群 都 包含 5 
的 零 元 . 则 9 具有 SFIEP. 

证 根据 定理 6.4.7, S 有 零 元 0. 设 工 是 8 的 子 半 群 ， 且 v 是 下 的 Fuzzy 理 
想 ， 我 们 考虑 下 列 情形 : 

A) 如 果 suppv = {0}. 则 v 也 是 5 的 Fuzzy 理想 则 存在 5 的 一 个 Fuzzy 理 
想 j (=v) 使 得 jn fr=v. 

B) 如 果 suppv 关 0. 设 0, 是 5S 上 的 Fuzzy 关系 ,定义 如 下 : 


HT)ApY), zyET,r#Y; 
(Yr,y € 5) gz 人 = 人 1, r=yeT,; 
0, 否则 . 
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则 9 是 工 的 Fuzzy 同 余 . 由 假设 存在 5 的 一 个 Fuzzy 同 余 o 使 得 cm frxr = 0,. 
因为 S$ 是 FRC- 半 群 ， 所 以 存在 5 的 Fuzzy 理想 v 使 得 o = %. 由 定理 6.4.7， 
zlz) =o(z,0),Yr €E S.vNnfr=h, 即 v 是 4 的 Fuzzy 扩张 ,事实 上 ， 对 任意 的 
Zz ET, 如 果 z=0, 因 为 0e7T, 显 然 vN17(0) =y(0)=1. 如 果 z 关 0, 由 0eT 和 
bu 的 定义 ， 


Alz) = 1Ap(7) = p(0) Ap(7) = 0,(7,0) 
= (cnlrxr)(z,0) = o(z,0) = v(z). 
证 毕 . 口 
6.5.21 定理 设 S 是 FRC- 半 群 , 且 3 的 所 有 子 半 群 都 包含 5 的 零 元 ， 则 
5S 具有 FCEP 当 上 且 仅 当 5S 有 SFIEP 且 5 的 每 个 子 半 群 是 FRC- 半 群 . 
证 设 5S 有 FCEP. 由 定理 6.5.20,S 有 SFIEP. 设 了 是 3 的 子 半 群 且 c 是 人 
上 的 Fuzzy 同 余 . 我 们 扩张 o 到 S 上 的 Fuzzy 关系 o* : 


ps alz,y)，z,yET， 
0， 否则 . 
则 c* 是 了 的 Fuzzy 同 余 . 另 一 方面 , 因为 5 是 FRC- 半 群 且 具 有 FCEP, 所 以 存 
在 3 的 Fuzzy 同 余 p 使 得 pn frxr = c", 且 存 在 8 的 Fuzzy 理想 | 使 得 p= 90,. 
设 v=jnfr. 则 v 是 T 的 Fuzzy 理想 ， 事实 上 ， 对 任意 z,ye 5S, 如 果 zye7, 则 


v(zy) = p(xYy) > p(T), p(y) 
> (N17)(z) N17(Yy), (pN17)(y) N 1r(z). 


如 果 zy #7, 则 z4T 了 或 yg T. 因此 vzy)= (pn fr)(z)n fr(y)= (pn fr)(y) nN 
fr(z) = 0. 因此 


1, r=yET, 


Hz) Ap(y) = v(z) Av(Yy), zy ET,r#Y, 
“(2,9) = 
0, 否则 . 


故 o=o"|r 是 由 vv 决定 的 Fuzzy Rees 同 余 . 

反之 , 设 T 是 5S 的 子 半 群 ，o 是 了 的 Fuzzy 同 余 . 则 olr 是 了 上 的 Fuzzy 同 
余 . 因为 了 是 FRC- 半 群 , 则 存在 了 的 Fuzzy 子 集 和 Fuzzy 理想 ”使 得 clr = 0,. 
设 盖 是 3 的 Fuzzy 于 集 ， 定义 如 下 : 


= z(z)， rET, 
【0， 否则 . 
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则 wv* 是 工 的 Fuzzy 理想 , 也 是 5 的 子 半 群 . 因为 S 有 SFIEP, 所 以 存在 S 的 Fuzzy 
理想 4 使 得 pn f=vw. 设 o*=90. 则 o* 是 o 的 Fuzzy 扩张 即 o*N1lrxT =o. 
事实 上 ， 


(Vz,y ET,z #9) o(z,y) = v(7) Av(y) =A(z) A p(y) 
= 0,(7,y) = (Op N17xT)(z,Y) 


证 毕 . 口 

6.5.22 定理 ”一 个 半 群 S 有 SFIEP 当 且 仅 当 3 有 IEP. 

证 设 T 是 5 的 子 半 群 且 7 是 7 了 的 理想 ， 则 fr 是 Fuzzy 子 半 群 是 万 是 了 
的 Fuzzy 理想 ， 由 假设 存在 S 的 Fuzzy 理想 vv 使 得 vn lz = 11. 

设 J= {zlv(z)=1}. 则 7 了 是 3 的 理想 且 JnT = T. 事 实 上 ,如果 ze JnT. 则 
(vnNfr)(z)=1 字 fi(z)=1, 即 zeET. 反 之 , 如果 zel, 则 (vnN17)(z)=17(z)=1. 
因此 v(z) =1,1r(z)=1, 故 zeTNJ. 

反之 , 设 T 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 且 v 是 TT 的 Fuzzy 理想 . 对 任意 Ae (0,1], 如 果 
v0, 则 vw 是 了 的 理想 . 因为 S 具 有 IEP, 则 存在 S 的 理想 js 使 得 jnNT = vw. 
设 上 = 局 了 A 因为 WA(zy) > Me(z), Mex(z),Yz,ye 5. 所 以 上 是 3 的 Fuzzy 


理想， 进一步 地 ， jn fr =v. 事实 上 ， 我 们 分 两 种 情况 讨论 ; 
(1) 如 果 zeT, 则 
Wnme = aa=( U sa) 
XEe(0,1] 


U XTnp)(z) = U 和 zx(z) = v(z). 


Xe(0,1] Xe(0,1] 


(2) 如 果 z #7T. 则 (pn17)(z) =v(z) = 0. 证 毕 . 口 


6.6” 首 半 群 的 Fuzzy 同 余 


本 节 我 们 从 两 个 方面 组 织 内 容 : 一 方面 通过 引入 Fuzzy 核 和 Fuzzy 迹 的 概念 ， 
通过 Fuzzy 同 余 对 的 概念 刻画 逆 半 群 上 的 Fuzzy 同 余 ， 另 一 方面 给 出 逆 半 群 上 的 
Fuzzy 赛 等 元 分 离 同 余 和 Fuzzy 群 同 余 . 

一 个 正则 半 群 S 称 为 送 半 群 , 如 果 E(S) 可 换 . 

6.6.1 引 理 ”假设 5 是 正则 半 群 ，a € 5 且 ge FC(S). 则 下 列 各 款 等 价 : 

(1) ag € E(S/0); 

(2) a0 = eb,e € E(S) 目 Sec Sa,eS C as; 
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(3) a0 = eb. 

证 (1) 一 (2). 假设 og e BE(S/6). 则 ag = ag*ag = a20. 设 z 是 a? 
的 逆 元 , 即 a? = a2za2?,z = ra?z. 令 e = ara, 则 e? = azaaza = a(za2z)a = 
aza = e > e € E(S). 因此 e0 = (ora)jg = a0 * x0 *# a0 = (a0)? *# 70 * (a0)? = 
a20 * zb * a20 = (a?za?)0 = a20 = ab. 另 一 方面 ， eS = (aza)S =al(za)S] SaS, 且 
Se = S(aza) = [S(azjla c Sa. 


(2) 二 (3). 显然 . 
(3) 一 (1). 假设 a0 = eb,e € E(S). 则 a0*a0 = eb*e0=e0=a0=ade 
E(S/9). 证 毕 . 口 


6.6.2 性 质 ”如 果 5 是 逆 半 群 ，6 是 5S 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 下 列 各 款 成 立 ， 

(1) (S/b,*) 是 逆 半 群 ; 

(2) 0(z-1,y-!) = 0(z,y), Vr,y € 5. 

证 (1) 对 任意 ab e 5S/0,a € 5, 因 为 S 是 正则 的 ,所 以 存在 ze S 使 得 a = azra. 
因此 ab = (aza)9 = ag* zg*ab, 即 (S/9,*) 是 正则 的 .假设 a6,b9 e E(S/90). 根 
据 引 理 6.6.1, 存在 e,el e E(S) 使 得 og = eb,b9 = elb. 因为 5 是 可 道 的 ， 所 以 
ag* b0 = eb *# e10 = (ee1)0 = (ele)g = elg* eg = 00* ab. 根据 逆 半 群 的 定义 ， 5/8 
是 逆 半 群 . 

(2) 假设 9 是 5 的 Fuzzy 同 余 , 假设 a-! 是 a 的 逆 元 , 不 难看 出 a-19 是 ag 的 
递 元 ， 记 为 (ab)-!. 因此 对 任意 z,y < 5, 9(z-1,y71) = 2-10(y7!) = (z0)(y-1)™! = 
(y70(z))™! = yO(z) = 0(y, x) = 0(z,y). 证 毕 . 口 

6.6.3 定义 ” 逆 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 K 称 为 5 的 Fuzzy 子 半 群 , 如 果 对 
任意 zy e 3, 人 (zy) > K(xz)A K(z) 且 天 (z) = K(z-!). 

6.6.4 定义 ” 设 9 是 逆 半 群 5 的 Fuzzy 同 余 ， 3 的 一 个 Fuzzy 子 集 Ke 称 为 
5 的 Fuzzy 核 , 如 果 对 任意 ze S, Ke(z) = VeeE(s) 9(Z,e). 5 的 一 个 Fuzzy 关系 To 
称 为 S 的 Fuzzy 迹 , 如 果 对 任意 e,f € E(S), To(e,f) = 9(e,f). 

6.6.5 定义 ” 逆 半 群 5 的 一 个 Fuzzy 子 集 K 称 为 Fuzzy 满 的 ， 如 果 对 任意 
e € BE(5), K(e) = 1. K 称 为 Fuzzy 自 共 轿 的 如 果 对 任意 x,s € 3, 开 (s-1zs) > 
(7z). 一 个 Fuzzy 子 半 群 称 为 Ruzzy 正规 的 , 如 果 它 既是 Fuzzy 满 的 又 是 Fuzzy 自 
共 轿 的 . 

6.6.6 定义 ”已 (S) 上 的 一 个 Fuzzy 同 余 7 称 为 Fuzzy 正规 同 余 , 如 果 对 任意 
elfeB(S),se3Sr(s-les,s-1fs) > 7(e, f). 

6.6.7 定义 ” 逆 半 群 5 的 一 个 对 (K,7) 称 为 5 的 Fuzzy 同 余 对 ,如 果 K 是 5 
的 Fuzzy 正规 子 半 群 ，7 是 E(S) 上 的 Fuzzy 正规 同 余 且 对 任意 re S,ee E(5)， 

(1) K(x) > K(xe) Ar(e,z-lz)i; 

(2) r(zz-lz-lz) > K(z). 
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6.6.8 引 理 ”假设 9 是 道 半 群 5 上 的 Fuzzy 同 余 . 则 (Ke,7?) 是 5 上 的 Fuzzy 
同 余 对 . 

证 (1) 对 任意 的 r>,y e S, Ke(zy) = Voceg(s) 9(zy,e). 因为 6 是 9 上 的 Fuzzy 
同 余 ， 所 以 g(zy,elez) > 0(z,e1) 0(y,e2),Ve1,e2 e E(5). 因为 ele? e E(5), 所 以 


Aco > luo Moles) > (Vote oto es)) 


e€EE(S) 
= Korotyes) > Kolo) A ( V ga) = Kelr) A Kaly) 
e€E(S) 
进一步 地 ， 
Kelz)= V bre)= V blz!,e)= V Oz,e)= Kotz-0. 
eEE(S) eEBE(S) e€E(S) 


因此 Ke 是 5 的 的 Fuzzy 子 半 群 ， 显 然 Ko(e) = 1,vee P(S) 上 且 


Ke(s-lzs) = V gb(s-1zs,e) > V b(s-lzs,s-les) > V gz,e). 
eeE(S) eEE(S) ecE(S) 
以 上 证 明了 Ke 是 S 的 Fuzzy 正规 子 半 群 . 
(2) 因为 6 是 S 上 的 同 余 ， Te(e,e1) = 9(e,e1), 且 


To(s les, sle1s) = g(s-les,s-lels) > 0(e,e1), Ve,ei € E(S),s es. 


所 以 To 是 E(S) 上 的 Fuzzy 正规 同 余 . e 
(3) 因为 Ko(x) > bg(z,e) > g(zz-lz,zeo) Ag(zeo,e) > bg(z-lz,eo) 和 Ag(zeo,e)， 
所 以 Ke(z) > blz-iz,eo) 人 Veeetsyg(zeo,e). 因此 Ke(z) > To(z-lz,eo)A Ke(zeo)， 
Vr€ 5,eoE 五 (5). 
(4) 因为 
To(zz-lzriz) = 0(z2 1,2-!12) 
> 9(zz-!,e) A file,r 17) = bg(zz-liee)Ag(ee,zriz) 
> g(z,e) 人 Ag(z-le) 人 gle,z-1)Agle,z) = bg(z,e) Ag(z-le) 
= g(z,e) (0(z-1,e-!) = 8ze)). 
所 以 Te(zz-l,z-lz) > Ko(z),yzr e S. 


综 上 各 步骤 ， 我 们 完成 了 证 明 . 证 毕 . 口 
下 面 我 们 给 出 逆 半 群 5 上 的 Fuzzy 同 余 对 的 性 质 . 
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6.6.9 性 质 ” 设 (K,r) 是 道 半 群 8 的 Fuzzy 同 余 对 . 则 对 任意 ab e S,ee E(5)， 

(1) K(ab) > K(aeb) Ar(e,a-la)j; 

(2) K (aeb) > K (ab); 

(3) Tr(a™!ea, bleb) > 天 (ab-1) Ar(a-la, b-1b). 

证 (1) 根据 Fuzzy 同 余 对 的 定义 及 b-!1eb e E(S), K(ab) > K(abb-teb) 入 
T(b™1eb,b-!ta-1ab). 因为 + 是 Fuzzy 正规 的 ， 所 以 r(b leb, bla-1ab) > r(e,a-la). 
由 已 (S) 是 半 格 ， 因 此 abb-leb = aebb-1b = aeb. 故 K(ab) > K(aeb) Ar(ela-lo)， 

(2) jlebe B(S) 且 K 是 Fuzzy 满 的 ， 所 以 KK(b-1eb) = 1. 因此 

K(aeb) = K(aebb™b) = K(abb™!eb) > K(ab) 入 天 (bleb) = K(ab). 

(3) 因为 是 Fuzzy 正规 的 ， 所 以 

T(arlea,a-leab -1iba-lbao-lea) = T(a-lea(a-la)ja-lea,a-leab-lba-lea) 

> r(a-la,b-1b) 
T(ab~lba-l,ba-lab-1) > 天 (ab-1).(ab-le)-1(ab-le)) 
> K(ab-!e). 


T(a-iea,arli(eba-1)(ab-le)a) > r(a-lea,a-leab-lba-lea) 
Ar(a-leab-lba-lea,a-leb-la-lab-lea) 
> 7(a-1a,6-16) A K(ab-!), (#) 
7T(a™!(eba™la™!)(ab-!e)(eba™!)a) > 7((ab™!e) (ab-!e), (ab-!e)(ab-!e)-!) 
= 7((ab le)(ab le)-!, (ab™!e)-!(ab-!e)) 
> K(ab le). (**) 
根据 式 (*) 和 (**), 我 们 有 
T(a lea,a lab eba a) = tT(a™!ea,a-!(ab !e)(eba-!)a) 
> Tr(a lea,a !(eba-!)(ab le)a) 
MT(a!(eba™!)(ab™ le)a,a l(ab-!e)(eba-!)a) 
T(a-la,b-1b) A K(ab-!) A K(ab-!e) 
T(a la,b™ 1b) AK(ab!). (#**) 
T(a-lab leba la,b leb) = (a lab leba 1a,b-1bb lebb-1b) 
> T(a-!a, b71b) AT(b-!eb,b-leb) 


= 7(a la,b ib. (x***) 


> 
> 
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根据 (* * *) 和 (****)， 
Tt(a-lea,b-leb) > r(a-lea,a-labrleba-1)a) 入 T(a-lab-leba-l)a,bleb) 
> rT(a-!a,6 1b) AK(ab!) A rT(aa!, bb™!) 
= 7(a-la,b-1b) A K(ab-!). 
证 毕 . 口 
6.6.10 性 质 ”假设 (K,7) 是 逆 半 群 5 的 Fuzzy 同 余 对 . 则 Fuzzy 关系 MK,r): 
Hokri(ob =T(a-1la,b-1b) 入 K(ab-!),Va,be S 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 . 
证 记 9= yk,r). 对 任意 a,b,ce5, 
(1) 因为 K 是 Fuzzy 满 的 且 aa-! e E(5), 所 以 K(aa-!) = 1. 因此 g(a,a) = 
T(a-la,a-la) 和 天 (aa-1) = 1. 
(2) 因为 K 又 是 5 的 Fuzzy 子 半 群 , 所 以 K(ba-1) = 天 (ba-0)-) = K(ab™!). 
因此 
G(b,a) =7(b-1b,a-la) A K(ba-!) = 7(a-!a,b-1b) A K(ab-!) = O(a,b). 


(3) 我 们 注意 到 r(a-la,c-lc) > r(a-1a,b-1b)AT(b-1b,c-1c). 再 根据 性 质 6.6.9(1)， 
Kl(ac-!) > K(a(b-1b)c-!) 人 7T(b-1b,a-!1a). 因此 
b(a,c) = r(ar-la'c-lc)A 人 K(ac- 

> r(a-la,b-10) Ar(b-lbcrlc) 入 天 (ab-ibc-1) Ar(briba-ia) 

> (a-la,b 1b) AT(b-lb,cr-lic) 和 天 (ab -5) 入 天 (bc ) 

= 0(a,b) A O(b,c). 
根据 上 面 (1),(2) 和 (3), 我 们 已 经 证 明 9 是 5 上 的 Fuzzy 等 价 关系 .为 了 完成 证 
明 下 面 还 需 证 明 9 是 Fuzzy 左 ( 右 ) 相 容 的 . 假设 ,bce 5, 因为 7 是 已 CS) 上 的 
Fuzzy 正规 同 余 且 a-!1a,b-1b e E(S), 所 以 r(c-la-lac,c-1b-1bc) > 7(a-!la,b-!1b). 
根据 性 质 6.6.9(2), 开 (ccc-2b- 1 ) > 天 (ab 5). 因此 


blac, be) = r(c-la-lac， crlb-lbc)AK(acc-10-1) > 7(a-la,b1b)AK(ab-1) = (a, b). 


又 因为 K 是 S 的 Fuzzy 正规 子 半 群 ， 所 以 K(cab ic-1) > 天 (ab-3). 根据 性 质 
6.6.9(3), r(a-lcrlca,br-lc-lcb) > 天 (ab-1) Ar(a-la,b-1b). 因此 
gb(ca, cb) = T(a-lc-leca,b- lc lcb) AK(cab- lc!) 
> K(ab-!)Ar(a la,b 切入 天 (ab 
= T(a-la,b10)AK(ab 1) = 0(a,b). 
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理 我 们 可 以 证 明 9 是 Fuzzy 右 相 容 的 . 因此 pki7) 是 5 上 的 Fuzzy 同 余 . 证 毕 ， 
口 
有 了 上 面 的 准备 之 后 ， 下 面 我 们 根据 道 半 群 S 上 Fuzzy 同 余 对 , 给 出 S 上 
Fuzzy 同 余 的 刻画 ， 
6.6.11 定理 ”假设 $ 是 逆 半 群 .如果 (K,7) 是 S$ 上 的 Fuzzy 同 余 对 ， 则 
9 = kh(K.7) 是 5S 上 唯一 的 Fuzzy 同 余 使 得 Ke = 天 ,Ts = 7 反之， 如果/ 是 3 上 的 
Fuzzy 同 余 ， 则 (Kj,T,) 是 5 的 Fuzzy 同 余 对 自 jk, z,) = 
证 首先 假设 (K,7) 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 对 ， 由 性 质 6.6.10, 9 = jk 1,) 是 
5 上 的 Fuzzy 同 余 ， 为 了 证 明 K = Ke, 设 ze 5, 则 Ke(z) = Veeets) glz,e). 根据 
K 的 定义 ， 0(z,e) = r(z-lz,e-le) 和 天 (ze-1) = r(z-lze) 人 K(ze) < K(z). 因此 
Ke 天. 
另 一 方面 ， 


本 


K(z) = r(z-lz,z-lz) 和 人 开 (z) = r(z-lz,z-lzz-lz) 和 人 天 (zz-lz) 


= r(z~lz,zrlz(zrlz)-0)A 开 (zzrlz) = g(z,z-lz) < Ko(z). 
因此 Ke = K. 为 了 证 明 To =7, 设 e,f e B(S). 则 
Tole,f) = Ole,f) = 7(e Ye, f° f) A K(ef™)=7(e,f) A1= 7(e,f). 
下 面 我 们 证 明 唯一 性 . 假设 p 是 5 的 Fuzzy 同 余 使 得 Ks = K,7T, =7. 则 


pla,b) = pla,b) A pla,b) = p(a,b) A pla™!,b7!) 
< pla-la,b-1b)=7(a- ta,b-1b). 


K(ab™') = Kplab™!)= \ plab™!,e) > plab!, bb-!) > pla,b) 
eEE(S) 
= 0(a,b) =7(a la, bb 1) A K(ab-!) > pla,b) 人 pla,b) = pla, b). 


为 证 明 另 一 个 反 向 不 等 式 ， 我 们 注意 到 以 下 不 等 式 成 立 : 


T(a™la,b 1b) = pl(a la,b-1b) < p(aa-la,ab-1b) = p(a, ab™1b), 
p(ab ,ee) < p(ab™1b, eb), 
plab, eb) > pla,ab 1b) Ap(ab-1b,eb) > pla 1a,b 1b) A plab!, e), 
pla-la,b-1b) < plba-a,bb-1b) = p(ba-!a, b), 
plab™!,e) = plba™!,e™!) = p(ba 1,e) = p(ba™!a, ea). 
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因此 
plb,ea) > plb,bala) A plba-la,ea) 
> pla-la,b-1b) A plab™!, e), 
pla,ea) > pla,eb) A pleb,ea) = pla, eb) A pleb, eea) 
> pla,eb) A plb,ea) > pla a,b 1b) A plab 1,e), 
pla,b) > pla-la,b-1b) Aplab-le) 
> pla,b) 2 pla la, blb) A VY plab-!,e) 
eEE(S) 
= 7T(a ab 1b) A Ke(ab™!)=7(a™!la,b 1b) A K(ab!) = O(a,b). 
因此 9=p. 
反之 ， 设 /是 S 上 的 Fuzzy 同 余 , 根据 引 理 6.6.8, (K,,T,) 是 9 上 的 Fuzzy 
同 余 对 ， 从 上 面 唯一 性 的 证 明 中 我 们 已 经 得 出 Wirsr,) = 人 证 毕 . 口 


下 面 我 们 给 出 逆 半 群 S 上 的 Fuzzy 宕 等 元 分 离 同 余 和 Fuzzy 群 同 余 ， 

6.6.12 定义 ” 设 5 是 逆 半 群 ，AEe FC(S). 1 称 为 5 的 Fuzzy 办 等 元 分 离 同 
余 , 如 果 对 任意 e,el e E(5), ep = ei 污 e = el. 4 称 为 5 的 Fuzzy 群 同 余 , 如 果 
(S/p,*) 是 群 . 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 引用 下 列 两 个 引 理 . 

6.6.13 引 理 [中 假设 9 是 逆 半 群 。 S 上 的 二 元 关系 


7:= {(a,b)€E Sx S|a lea=b-!eb,vee E(S)}. 


是 5 上 的 最 大 的 竺 等 元 分 离 同 余 . 
6.6.14 引 理 5 假设 5 是 谱 半 群 。 5 上 的 二 元 关系 


o:={(a,b)€ SxS |ea=eb,vee E(S)} 


是 8S 上 的 最 小 的 群 局 余 . 
下 面 两 个 定理 容易 证 明 ， 我 们 不 妨 留 作 练习 . 
6.6.15 定理 ”假设 S 是 逆 半 群 . 则 f, 是 5 上 的 Fuzzy 赛 等 元 分 离 同 余 . 
6.6.16 定理 ”假设 5 是 逆 半 群 . 则 f。 是 S 上 的 Fuzzy 群 同 余 . 
6.6.17 定理 ”假设 / 是 道 半 群 S 上 的 Fuzzy 同 余 关 系 . /是 Fuzzy 竹 等 元 
分 离 同 余 当 且 仅 当 p71 < 7. 
证 假定 /是 S 上 Fuzzy 短 等 元 分 离 同 余 且 (cb ep-1. 则 py(a,b) =1. 设 
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ee BE(S). 则 
ua- lea,b- leb) > (pon)(a !ea,b™!eb) 
= suplmin{u(a™!ea, z), yp(z,b™ +eb)}] 
ES 
> min{u(a-!ea,b-!eb), (beb,b-1eb)} 
> min{p(a ,bp 人 ab =1. 
因此 jy(a-!ea,b-1eb) = 1, 即 (arlea)n = (b-!leb)p. 因为 六 是 Fuzzy 宕 等 元 分 离 的 


同 余 且 alea,bleb e E(S), 所 以 ao-lea = b-!eb = (a,b) en. 
反之 ， 假 设 uy-! < n. 对 任意 eel e E(S), 如 果 ey = ep, 则 jp(e,e1) = 1. 因此 


(eel) E p11 和 7 因为 了 是 3 的 寒 等 元 分 离 同 余 ， 所 以 e = ei. 证 毕 . 口 
6.6.18 定理 ”假设 上 是 逆 半 群 5 上 的 Fuzzy 同 余 关 系 ， /是 Fuzzy 群 同 余 
当 且 仅 当 o < /1. 


证 假定 /是 S 上 Fuzzy 群 同 余 且 (a,b) eo. 则 存在 ee E(S) 使 得 ea = eb. 
因为 (S/p,*) 是 群 ， 所 以 ou = ep * on = (ea)p = (eb)y = ep * by = bp. 因此 
(ab ep 故 o< pl. 

反之 , 假设 o < pr-l e,ei e BE(S). 则 eeie e 已 (S) 且 (eeie)el = (eeie)e, 这 意 
味 着 (e,e1) e o 因此 (e,e1) Ey-! 坊 ep = erp. 故 (S/n,*) 是 群 ， 证 毕 . 口 


6.7 下- 纯 半 群 上 的 Fuzzy 同 余 


上 节 我 们 已 经 知道 , 假设 5 为 半 群 ，a 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 , 如 果 (S/a, *) 是 
群 ，a 称 为 5 的 Fuzzy 群 同 余 ; 如 果 (S/a,*) 是 半 格 ， a 称 为 S 的 Fuzzy 半 格 同 
余 . 5 的 双 理想 4 称 为 T- 纯 的 ， 如 果 4nzSy = z4y,Yz,ye 5. 如 果 3 的 每 个 双 
理想 均 为 了 - 纯 的 ，S 称 为 了 *- 纯 的 .T"- 纯 半 群 的 研究 主要 是 Kuroki [Comment. 
Math。Univ，St，Pauli 31:115~128(1982)], 我 们 这 里 有 些 直接 就 引用 了 . 本 节 主 要 
给 出 7" 纯 半 群 的 相关 性 质 ， 重 点 讨论 7*- 纯 半 群 上 的 Fuzzy 群 同 余 和 Fuzzy 半 
格 同 余 . 

6.7.1 引 理 ”假设 5 是 7*- 纯 半 群 ，a,be 3. 则 下 列 各 款 成 立 ， 

(1) aSb = a25b2; 

(2) abSab = baSba. 

证 (1) 因为 a5b 是 5 的 双 理想 ， 所 以 aSbNaSb= aSb = a(aSb)b 一 a2Sb?. 

(2) 因为 双 理 想 abSab, baSba 是 T- 纯 的 , 根据 (1), 所 以 abSab = (ab)?S(ab)? = 
a(ba)(bSa)(ba)b C a(ba)S(ba)b = baSba NaSb C baSba. 同 理 可 以 证 明 baSba C 
abSab. 证 毕 . 口 
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6.7.2 定理 ”假设 5S 是 7*- 纯 半 群 . 则 a"(n > 3,ae 5) 是 5 的 完全 正则 元 . 

证 on = aanr-2a eaSa = (an)2S(an)2. 证 毕 . 口 

根据 定理 6.7.2, 我 们 知道 T*- 纯 半 群 的 老 等 元 集 E(S) 0 

6.7.3 引 理 设 5 是 7*- 纯 半 群 . 则 (5) 属于 5 的 中 心 C(5). 

证 假设 ee E(5), Ya € 5S. 因为 5 是 7T*- 纯 半 群 ，eSe 是 5 的 双 理想 ， 所 
以 ae = aeeee ealeSeje = eSeNaSe GeSe. 因此 存在 ze 5 使 得 ae = exe. 同 理 ， 
可 以 证 明 存 在 ye S 使 得 ea = eye. 因此 ae = exe = (ee)(ze) = e(exe) = elae) = 
(ea)e = (eye)e = eye = ea. 故 ee Cl(5S). 证 毕 . 口 

6.7.4 定理 设 3 是 7T"- 纯 半 群 . 则 5 是 弱 可 换 的 . 

证 假设 a,be 5, 因为 S$ 是 7*- 纯 半 群 且 6556b 是 S 的 双 理 想 ， 所 以 (ab)3 e 
albSba)b = bSbanaSb C bSba C bSa. 因此 5 是 弱 可 换 的 ， 证 毕 . 口 

根据 定理 6.7.4 和 文献 [79], 7*- 纯 半 群 一 定 是 阿 基 米 德 半 群 的 半 格 . 

6.7.5 定理 一 个 半 群 是 T*- 纯 半 群 当 且 仅 当 53 是 群 半 格 . 

证 假设 95 是 T*- 纯 的 ae3S3. 则 a=bedebsd= 中 5d3, 因此 存在 ze3 
使 得 a = Hzd3. 根据 定理 6.7.2, 8,d3 是 完全 正则 的 ， 所 以 存在 y,z e 5 使 得 站 = 
b3yb3,d3 = d3zd3. 因为 aS3a 是 5 的 双 理 想 ， 所 以 a = bzd3 = (b3yd3)z(d3zd3) = 
(b3y)(d3zd3)(zd3) = (bay)a(zd3) € (b3y)(aSd)d? = (b8y)(a5Sd5)d2 ES (b3y)(aS3a)d? = 
a53an (by)Sd?C aS3a. 因此 53 是 正则 半 群 . 

另 一 方面 ， 对 任意 a € 5S, aS3 C (aS3aS3a)S3 = aS3(aS3a)S3 = aS3anN 
a535s3 C aS3a C S3a, 同 理 可 证 53a C aS3. 根据 引 理 5.4.1, 5S3 是 群 半 格 . 

反之 ,假设 53 是 群 半 格 ， 4 是 5 的 任意 双 理 想 ， 下 面 我 们 证 明 4 是 7T- 纯 
的 . 事实 上 , 假设 z,y 是 5 的 任意 元 素 , 设 ee ANzsSy, 则 存在 se 3 使 得 a = zsy. 
因为 ae 53 且 53 是 正则 的 ， 因 此 

a € aS3aS3aS3a = (zsy)S3aS3aS3(zsy) 
= zf(sy)S3a}jS3{fa(Sszs)y} C z(S3a)S3(aS3)y = z(aS3)S3(aS3)y 
S z(454)y GEz4y. 
因此 4nzSy cz4y. 

假设 ke z4y, 则 存在 ce 4 使 得 上 = zay. 根据 引 理 6.7.1, k= zay e zSy = 
ZT3Sy3, 因此 存在 ze 5S 使 得 人 = z3zy3. 又 因为 z3,y3 均 为 正则 元 , 所 以 存在 b,ce 5 
使 得 z3 = z3bz3,y3 = y3cys. 因此 

k= 72y = (zabr3)z(gacy3) = (z3b)(z3zya)(cy3) 
= (23b)(zay)(cy’) € (zab)(zagy)S3(zag)j(cy3) = {(z3bz)aj(yS3z){(alycy3)} 
G (S30)S(aS3) = (a53)S(S3a) =a(S3SS3)a Cc ASAC A. 
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因此 z4y S 4. 因为 zAy C zSy, 所 以 zAy S 4nzSy. 根据 T- 纯 双 理想 的 定义 ， 
4 是 7T- 纯 的 . 证 毕 . 口 
6.7.6 定理 ”假设 $ 是 7*- 纯 半 群 ，o 是 $ 上 的 二 元 关系 ， 定 义 如 下 : 
:={f(abcSx3Slaseb555 且 只 <a5Sa]. 
则 o 是 5 的 最 小 半 格 同 余 . 
证 由 o 的 定义 ，o 是 自 反 和 对 称 的 . 设 (a,b),(b,c) € o, 则 as € bSb, 
b3 € aSa, b3 € cSce,c3 € bSb. 根据 引 理 6.7.1. 


a3 € bSb= Sb C (cSc)S(cSc) = c(ScSeS)e G eSe; 
ca € bsb=b5b C (aSa)S(aSa) =a(SaSaS)a C aSa. 


因此 (a,c) e o. 故 o 是 传递 的 . 为 了 证 明 o 是 相 容 的 , 设 (a,b) € cz € S. 因为 
azSbz 是 5 的 双 理想 ， 所 以 


(az)3 = azazar € az(aSa)z = ar(a3Sa3)jz C ar(bSb)S(bSb)r 
= a(zb)(SbSbSbS)(bz) C a(zbSbr) = alzb)2S(bz)2 = az(bz)(bS)(bz)bz 
SG az(brSbr)bz = brSbr NazSbr C brSbz. 


相似 地 ， 我 们 有 (bz)3 e azSaz. 因此 (oz,bz) ec. 同 理 可 证 (za,zb) e o. 以 上 证 明 
了 o 是 S$ 上 的 同 余 . 对 任意 的 ,be 5, 因为 a3 e aSa = a?Sa?, (a?)3 = aa4a € aSa, 
所 以 (a,a?) e o. 又 因为 


(ab)3 € abSab = (ab)?S(ab)? = a(ba)(bSa)(ba)b 
S a(baSba)b = aSbN baSba G baSba. 


类 似 地 可 以 证 明 (bao)? e abSab. 因此 (ab,ba) < o. 综合 以 上 的 证 明 ， 是 5 
的 半 格 同 余 .进一步 地 ， 如 果 6 也 是 5S 的 半 格 同 余 ， 对 任意 (a,8) < o, 则 存 
在 z,y € 3 使 得 a3 = bzb,b = aya. 因此 a8 = (a8)3 = a36 = (bzb6 = 
(6B)((zb)B) = (628)((z6)8) = (68)((bB)((bz)B))) = (bB)((bzb)B) = (b8)(a36) = 
(bB)(aB)? = (bP)(aB) = (58)3(aB) = (bab)(a6) = ((aya)6)(a6) = ((ay)B)(aB)? = 
(aya)B8 = (036) = (6)3 = 6B. 故 (a,b)e 8=3o< PB. 证 毕 . 口 

假设 a 是 5 的 同 余 , 则 a 的 特征 函数 所 是 8S 上 的 Fuzzy 同 余 且 (S/f。,*) 是 
半 群 如果 a 是 5 的 群 ( 半 格 ) 同 余 ， 则 a 的 特征 函数 f。 是 S 上 的 Fuzzy 群 ( 半 
格 ) 同 余 . 

6.7.7 练习 ”假设 a 是 半 群 S 的 同 余 . 证 明 半 群 S/a 和 半 群 5/f。 同 构 . 

6.7.8 定理 ”假设 p 是 T- 纯 半 群 ，8 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 且 fo。< 8. 则 6 
是 5 的 Fuzzy 半 格 同 余 . 
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证 假设 be 3. 因为 (aa?) € o, 所 以 B(a,a?) > fo(a,a?) = 1. 因此 ap = 
oa26 = (a9)?. 另 一 方面 ， 因 为 B(ab, ba) > fo(ab,ba) = 1, 所 以 (ab)6 = ag* 68 = 
b8* aB = (ba)8. 证 毕 . 口 

6.7.9 定理 ”假设 p 是 7- 纯 半 群 ，8 是 3 上 的 Fuzzy 同 余 ， 则 下 列 各 款 等 
价 : 

(1) 8 是 半 群 5 的 半 格 同 余 ; 

(2) (va,b € $) (a,b) €o 3 a8 = b8((a,b) € 8-1). 

证 假设 (1) 成 立 .对 任意 a,b < 5 使 得 (a,5) < o, 存在 zy € 5 使 得 
aa = brb,b3 = aza. 因为 8 是 5 的 Fuzzy 半 格 同 余 ， 所 以 


a8 = (ap) = a3B = bzbB = (bB) * (zb)B 
= (b8)? * (zb)8 = bB * (bzb)B = bB * (aB)3 = (bB) * (aB) 
= (b6)3* (aB) = b3B * aB = (aya)B * a = (ay)B * (a8)? 
= (ay)B*aB = (aya)8 = b3B = (bB) = bb. 


因此 (ob) eo. 以 上 证 明了 (1) 推 (2). 反之 , 假设 (2) 成 立 且 ob 是 5 的 任意 两 个 

元 素 . 因为 (a,a?), (ab, ba) € o, 所 以 aog = a26 = (aB)?, (ab)B = aB * bB = bB*aB = 

(ba)6, 这 意味 着 5/6 是 半 格 ， 即 8 是 S 的 Fuzzy 半 格 同 余 . 证 毕 . 口 
6.7.10 引 理 ”假设 5 是 7"- 纯 半 群 S 上 的 如 下 定义 的 同 余 : 


6:={(a,b)€E SxS |ea=eb,ee E(S))}. 


则 65 是 $5 上 的 最 小 群 司 余 、 

证 根据 定理 6.7.5, E(S) 关 0.6 显然 是 自 反 和 对 称 的 . 假设 (a,b) e 6, (b,c) e 
6,4,b,c E 5S. 则 存在 e,el € 已 (S) 使 得 ea = eb,e1b = ezc. 根 据 引 理 6.7.3, eel e BE(S). 
因此 (eie)a = eilea) = ei(eb) = (ere)b = (ee1)b = e(e1b) = ele1)c = (eie)c = 
(a,c) e 6. 故 5 是 传递 的 . 

假设 wbe 5, (a,b) € 5,7 € 5S. 则 存在 e E E(S) 使 得 ea = eb. 因此 ， 根 据 定理 
6.7.3, e(Za) = (ez)a = (ze)a = z(ea) = z(eb) = (ze)b = (ez)b = e(zb) = (xa, 7b) € 
6. 显然 (az,bz) e 6. 因此 5 是 5 的 同 余 . 

下 面 我 们 证 明 5 是 5 的 群 同 余 . 任 取 e,e1 e E(S), (ee1)e = e(ele) = e(ee1) = 
eel = e(elel) = (eei)el. 因为 ee & E(5), 所 以 (e,e1) E56 一 e6 = el6. 对 任意 ae 5, 
因为 ea = (ee)a = e(ea), 所 以 (e,eq) s5 = (eq)6 = e6 二 e6*a6 = a6. 进一步 地 ， 
根据 定理 6.7.5, a 是 9 的 正则 元 ,因此 存在 z e 3 使 得 o3 = aaza3. 我 们 注意 到 
za3 € EB(S), 因此 ((za2)5) * (a6) = (za3)6 = eb. 故 5 是 5 的 群 同 余 . 

假设 py 是 5 的 群 同 余 ， (ab & 6. 则 存在 e e E(5) 使 得 ea = eb. 因此 ， 
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(ep)(ap) = (ea)p = (eb)p = (ep)(bp). 因为 ey es E(S/p) 且 S/p 是 群 ， 所 以 ep 是 
5/k 的 单位 元 ， 因 此 ap = 上 > (a,b) En 6 入 人 .证 毕 . 口 

根据 以 上 练习 和 引 理 6.7.10, fs 一 定 是 $ 上 的 Fuzzy 群 同 余 . 

6.7.11 定理 ”假设 a 是 7*- 纯 半 群 的 Fuzzy 同 余 . 如 果 aa,ae 5 是 半 群 S/a 
的 寡 等 元 ， 则 存在 5 的 短 等 元 e 使 得 ea = aa- 

证 ”如果 aa,a € S 是 半 群 S/a 的 寡 等 元 则 aa = (aa)* (aa) = (aQ)* 
(aa)* (aa) * (aa) = ata. 因为 aSa 是 5 的 双 理想 ， 且 因为 3 是 7T*- 纯 半 群 ， 所 以 
ad € aSa = aSaNaSa = a(aSa)a = a?Sa? = a?Sa?Na?Sa? = a?(a?Sa?)a? = ad4Sad. 
9 此 a 是 5 的 正则 元 . 设 zx 为 as 的 道 . atzrad = ad,zadr =z. 令 e=a2za2, 则 
e2 = {azza2)(a2za2) = az(zasz)a2 = azza2 = e. 因 此 e 是 5 的 寡 等 元 ， 且 


ea = (azza2)a = (aza) * (za) * (a2a) = (aa)? * (za) * (aa)2 


= (aa]4* (za) * (aa)# = (ata) * (za) * (ada) = (adza4)a = (aa)4 = aa. 


证 毕 . 口 

6.7.12 定理 ”假设 a 是 7 纯 半 群 的 Fuzzy 同 余 . 如 果 fs<a, 则 a 是 S 上 
Fuzzy 群 同 余 . 

证 假设 e,el 是 5 的 赛 等 元 ， 如 同 定理 6.7.10 的 证 明 ， (e,e1) s 5. 因此 
aeel) > fsle,e1) = 1 = alee) = 1 = ea = ela. 对 任意 ee E(S), 因为 
elea) = (ee)a = ea, 所 以 (ea,a) s 56 > 6(ea,a) = 1. 又 因为 afea,a) > 6(ea,a) = 
1 汪 alea'a) =1 > (ea)a = aa, 即 ea*aa = aa. 因 此 ea 是 5/a 的 左 单位 元 进 
一 步 地 ， 根 据 定理 6.7.5, a3 是 S 的 正则 元 . 因此 存在 re S 使 得 o3 = aaza3. 我 们 
注意 到 za3 e E(5), 因此 ((za?)a) * (aa) = (za3)a = e6, za?a 是 aa 在 S 中 的 左 道 
元 . 故 a 是 5 的 群 同 余 . 证 毕 . 口 

6.7.13 定理 ”假设 5 是 7 纯 半 群 ，6 是 S 上 的 Fuzzy 同 余 ， 则 下 列 各 款 
等 价 : 

(1) 8 是 半 群 5 的 群 同 余 ; 

(2) (va,b € $) (a,b) € 6 = aB = bB((a,b) € B71). 

证 假设 (1) 成 立 . 对 任意 a,be 5 使 得 (a,5) es 6, 存 在 ee E(S) 使 得 ea = eb. 
因为 8 是 5 的 Fuzzy 群 同 余 ， 所 以 eg 是 S/ 的 单位 元 . 因此 


aB = eB *aB = (ea)B = (eb)B = eB #68 = bB = (a,b) eb. 


以 上 证 明了 (1) 推 (2). 反之 , 假设 (2) 成 立 且 (a,8) € 5, 则 fs(a,5b) = 1. 另 一 方面 ， 
根据 假设 (a,5) < B, 因此 8(a,8) = fs(a,b). 如 果 (a,6) 4 6, 显然 8(a,8) > fi(a,b). 
故 fs < B. 根据 定理 7.6.12, 即 6 是 5 的 Fuzzy 群 同 余 . 证 毕 . 口 
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6.8 评 述 


尤 如 著名 的 半 群 理论 家 Howie 所 说 ， 半 群 的 同 余 理论 是 半 群 理论 中 最 深刻 和 
最 精彩 的 部 分 . 集合 上 的 Fuzzy 关系 引入 之 后 , 为 了 研究 一 个 代数 结构 的 Fuzzy 商 
结构 ,我们 很 自然 地 要 考虑 代数 系统 (XX, 9) 上 Fuzzy 等 价 关系 与 X 的 运算 集 Q 的 
相 容 性 ， 即 引入 Fuzzy 同 余 的 概念 . 这 方面 工作 开展 主要 集中 在 群 和 半 群 这 两 个 代 
数 系统 . 我 们 知道 一 个 群 G 的 同 余 集 C(G) 与 它 的 正规 子 群集 N(5) 之 间 存在 一 一 
对 应 ， 即 一 个 群 G 的 同 余 和 G 的 一 个 正规 子 群 互相 确定 . 1992 年 ， Kurokila7l 证 
明 G 的 Fuzzy 正规 子 群集 FN(G) 和 G 的 Fuzzy 同 余 集 FC(G) 之 间 存在 一 一 对 
应 关系 ， 且 FN(G) 和 FC(G) 关于 各 自 的 乘法 运算 构成 半 格 .和 这 项 工作 类 似 ， 
但 侧重 点 不 同 的 工作 很 多 ， 例 如 Makamba 和 Murali 在 1992 年 的 工作 [rol，1994 
年 Samhanle 和 Ahsanullahl9el 讨论 了 群 环 上 的 Fuzzy 正规 子 群 (Fuzzy 理想 ) 与 
它们 的 同 余 之 间 的 相互 确定 ， 1997 年 ， Kim 和 Bael43 证 明了 G 的 Fuzzy 同 余 集 
FC(G) 关于 通常 的 交 和 并 运算 是 一 个 模 格 且 FN(G) 与 FC(G) 之 间 是 格 同 构 ， 类 
似 的 工作 还 有 文献 [2,3,4]. 所 有 关于 FN(G) 与 FC(G) 及 它们 之 间 关系 的 研究 或 
多 或 少 有 这 样 或 那样 的 缺 钙 ， 例如， 在 格 论 方面 什么 是 格 FC(G) 和 FN(G) 最 重 
要 的 特征 ? 基于 这 方面 的 目的 ， 1994 年 ， Ajmal 和 Thomasl4 在 自己 4 和 他 
人 以 前 工作 的 基础 上 ， 将 Fuzzy 同 余 中 的 自 反 性 改 为 t- 自 反 性 ， 即 从 而 引入 群 的 
t-Fuzzy 同 余 概 念 ， 之 所 以 这 样 改变 是 基于 以 下 理由 : 

(1) 使 我 们 更 深刻 地 认识 到 一 个 给 定 群 G 的 Fuzzy 同 余 与 Fuzzy 等 价 关系 的 
结构 及 其 相互 关系 ， 同 时 能 够 建立 起 G 的 Fuzzy 同 余 集 与 Fuzzy 正规 子 群集 之 间 
的 更 加 完美 的 结合 . 

(2) 统一 了 早期 很 多 作者 在 该 方向 上 各 自 的 工作 ， 建 立 了 自然 的 对 应 关系 ， 即 
Fuzzy 同 余子 格 与 Fuzzy 等 价 关系 集 ，Fuzzy 正规 子 群 子 格 与 Fuzzy 子 群 集 之 间 . 
从 而 ， Fuzzy 同 余 格 的 层次 感 明显 ， 内 容 更 加 丰富 . 

当然 我 们 还 可 以 从 其 他 侧面 来 研究 带 有 群 结构 的 Fuzzy 同 余 ， 例 如 我 们 可 以 
考虑 芽 - 群 上 Fuzzy 同 余 的 特点 和 刻画 (21, 还 有 通过 G 的 Fuzzy 同 余 的 性 质 来 刻 
画 G 的 结构 ， 这 是 研究 G 上 Fuzzy 同 余 的 关键 ， 对 此 Wul10] 给 出 了 带 有 Fuzzy 
同 余 扩 张 性 质 的 G 的 刻画 . 

假设 我 们 考虑 的 代数 系统 是 带 有 半 群 结构 的 一 个 系统 . 对 于 半 群 上 的 Fuzzy 同 
余 ，1993 年 ，Samhanle7l 仿照 半 群 上 一 个 关系 生成 同 余 关 系 的 方法 , 给 出 了 由 半 群 
5 的 一 个 Fuzzy 关系 生成 Fuzzy 同 余 的 详细 描述 . 和 群 G 的 Fuzzy 同 余 格 FC(G) 
不 同 的 是 ， FC(S) 一 般 不 是 模 格 . 但 是 ， 如 果 FC(S) 中 任意 两 个 元 素 关于 乘法 可 
换 , 则 FC(5) 是 模 格 . 关于 S 上 Fuzzy 二 元 关系 生成 Fuzzy 同 余 的 问题 ， Tanl109 
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在 格 值 Fuzzy 二 元 关系 上 也 做 了 类 似 的 工作 .我们 知道 半 群 $ 中 理想 集 与 半 群 的 
同 余 格 之 间 是 没有 一 一 对 应 关系 的 ， 但 和 S 的 Rees 同 余 之 间 有 一 一 对 应 关系 . 
1999 年 ， Xiel115| 在 半 群 S 中 引入 一 类 特殊 的 Fuzzy 同 余 ， Fuzzy Rees 同 余 . 我 
们 证 明了 Fuzzy Rees 同 余 与 5 的 Fuzzy 理想 相互 决定 . 

在 引入 了 半 群 5S 通过 Fuzzy 同 余 的 商 半 群 Be 之 后 , 基于 这 样 的 思想 Kurokil35] 
将 半 群 的 同 态 基 本 定理 推广 到 更 一 般 的 ， 而 且 内 涵 更 丰富 的 同 态 定理 ， 后 来 Li(s4l 
也 进一步 地 做 了 一 些 更 细致 的 工作 . 类 似 于 半 群 同 余 的 研究 方向 , 我 们 需要 寻求 半 
群 Fuzzy 同 余 本 身 的 描述 ， 也 需 研究 Fuzzy 同 余 性 质 对 半 群 结构 的 影响 ， 近 年 来 
人 们 主要 考虑 了 逆 半 群 Fuzzy 同 余 的 刻画 ,进一步 地 , 正则 半 群 Fuzzy 同 余 的 性 质 
等 ， 当 然 我 们 考虑 一 些 特殊 半 群 上 Fuzzy 同 余 的 特征 和 半 群 上 的 特殊 的 Fuzzy 同 
余 . 例如 ， 1995 年 ，Kurokilse 研究 了 T”- 纯 半 群 上 的 Fuzzy 同 余 ， 半 群 上 的 特 
殊 的 Fuzzy 同 余 包括 Fuzzy 群 同 余 ，Fuzzy 半 格 同 余 ， Fuzzy 宕 等 元 分 离 同 余 等 . 

设 5 为 道 半 群 . 我 们 知道 , 核 - 迹 ( Kernel-Trace ) 方 法 是 逆 半 和 群 一 般 同 余 的 一 
个 非常 成 功 的 刻画 方法 ， 1993 年 ， Al-Thukairls 成 功 地 在 逆 半 群 S 上 引入 Fuzzy 
核 与 Fuzzy 迹 ， 用 Fuzzy 同 余 对 给 出 了 S 上 Fuzzy 同 余 的 表示 . 作为 Al-Thukair 
工作 的 进一步 深入 ，1997 年 Dastal 证 明 存 在 5 的 Fuzzy 同 余 格 到 E(S) 的 Fuzzy 
正规 同 余 格 之 间 的 满 同 态 映射 。 Zhangl137 证 明 一 个 正则 半 群 的 Fuzzy 群 同 余 集 
与 5 的 Fuzzy 内 西子 半 群 集 之 间 存 在 一 一 对 应 . Li 等 通过 引入 正则 半 群 的 Fuzzy 
半 正 规 子 半 群 来 刻画 5 上 的 Fuzzy 群 同 余 65 仿照 道 半 群 上 Fuzzy 同 余 对 的 引 
入 ，Li 等 在 正则 半 群 上 引入 Fuzzy 同 余 对 得 到 类 似 于 [5] 的 结论 531, 当然 还 可 以 
引入 Fuzzy 同 余 三 元 组 的 概念 5 来 刻画 正则 半 群 上 的 Fuzzy 同 余 . 正则 半 群 5 的 
Fuzzy 于 集 在 什么 情况 下 能 成 为 5S 的 Fuzzy 核 ， Li 等 在 文献 [57] 中 给 出 了 详细 的 
描述 Tanllo5 给 出 了 正则 半 群 的 Fuzzy 同 余 格 的 性 质 , 证 明了 正则 半 群 的 Fuzzy 
同样 格 是 某 个 格 的 模子 格 的 无 交 并 . 

一 般 半 群 Fuzzy 同 余 的 研究 不 是 容易 深入 的 事 ， Li 等 57l 引入 纯 整 半 群 上 的 
Fuzzy 核 正规 系 以 此 给 出 纯 整 半 群 上 Fuzzy 同样 的 刻画 . Xie017 讨论 了 半 群 S 上 
的 Fuzzy 同 余 扩张 性 质 ， Zuoll43] 将 文献 [117] 中 的 一 些 基本 结果 推广 到 Fuzzy 半 
群 上 ， 当然 研究 者 还 可 以 从 另 一 个 角度 出 发 ， 即 将 “Fuzzy” 改 为 “六 Fuzzy”, 这 样 
做 平移 的 成 份 很 多 ， 但 也 有 不 少 新 的 内 涵 1", 特别 是 Tanis9,101 将 Green 关系 推 
广 到 Fuzzy Green 关系 ， 为 半 群 的 Fuzzy 理论 葛 定 了 良好 的 基础 . 
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粗糙 集 (Rough set) 理论 , 也 称 RS 理论 , 是 一 种 处 理 不 精确 、 不 确定 与 不 完全 
数据 的 新 的 数学 理论 , 由 波兰 数学 家 Zdzislaw Pawlak 在 20 世纪 80 年 代 初 提出 . 这 
套 理论 认为 如 果 自 然 界 离散 表示 的 对 象 设 为 UV, 人 们 具有 关于 U 的 认识 能 力 或 称 
为 知识 就 是 人 们 对 U 的 划分 或 分 类 能 力 . 谈 及 分 类 ， 在 数学 上 有 个 基本 概念 一 一 
等 价 关系 . 设 RR 为 U 上 的 等 价 关 系 ， 已 就 给 出 了 上 的 一 个 划分 或 称 分 类 ， 这 
样 RS 理论 首创 将 知识 与 分 类 联系 起 来 ， 并 通过 概念 知识 库 K = (U, R) 给 RS 理 
论 以 一 个 很 好 的 纯 数学 理论 和 方法 的 依托 ， 为 了 更 好 地 描述 人 们 掌握 的 知识 对 已 
有 知识 库 K 的 吻合 程度 ，RS 理论 引入 了 上 近似 和 下 近似 的 概念 来 描述 U 中 一 个 
于 集 X 对 K = (U, R) 的 粗糙 程度 ， 粗 集 概念 由 此 产生 . 

RS 理论 开始 仅 局 限 在 东欧 各 国 ， 并 未 引起 国际 计算 机 学 界 和 数学 界 的 重视 . 
直至 20 世纪 80 年 代 末 ,世界 各 国 计 算 机 学 者 开始 关注 这 一 新 理论 的 发 展 . 1992 年 
在 波兰 Kiekrz 召开 了 第 一 届 国际 RS 研讨 会 ， 1993 年 在 加 拿 大 的 Banff 召开 了 第 
二 届 国 际 RS 理论 与 知识 发 现 研讨 会 ; 1996 年 在 东京 召开 了 第 五 届 RS 理论 学 术 
会 议 ， 中国 2001 年 在 重庆 ， 2002 年 在 苏州 ， 2003 年 又 在 重庆 分 别 召开 了 第 一 、 
二 、 三 届 RS 理论 与 软 计算 学 术 研讨 会 . 1995 年 ACM Communication 将 其 列 为 
新 浮现 的 计算 机 科学 的 研究 课题 ， 1998 年 Information Science 为 RS 理论 出 版 了 
一 期 专辑 ， 对 RS 理论 国内 有 很 多 综述 报告 发 表 并 出 版 了 四 本 专著 . 

本 章 分 四 节 分 别 讨论 Pawlak 粗 代数 的 基本 性 质 ， 粗 代数 的 公理 化 ， 粗 集 与 
Fuzzy 集 的 关系 及 半 群 中 的 粗糙 集 思 想 . 本 章 的 最 后 一 节 对 粗糙 集 代 数 的 发 展 情况 
给 出 了 一 个 简要 的 综述 . 


7.1 Pawlak 粗糙 代数 


设 U 为 非 空 有 限 集 ，R 为 U 上 的 二 元 等 价 关系 . 序 对 (U, R) 称 为 近似 空间 . 
设 X SC 我 们 定义 U 上 的 两 个 一 元 算 子 . 
7.1.1 定义 ” 设 (UV, RR) 为 近似 空间 . 


aprX = {a eV | [ala © X}: 
piX = {aEU |[lalaNX#0), 
分 别称 之 为 XX 关于 RR 的 下 近似 和 上 近似 . 
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7.1.2 注 ”在 近似 空间 (U, R) 中 ，U 中 的 每 个 等 价 类 fajR,va e U 称 为 基本 
集 或 原子 集 ， 任 意 有 限 多 个 基本 集 的 并 称 为 可 定义 集 ， 空 集 也 称 为 一 个 关于 尽 的 
可 定义 集 ， (U, R) 中 一 切 可 定义 集 构成 一 个 o- 代数 ， 记 ol(U/R). 实际 上 o(U/R) 
定义 U 上 的 一 个 拓扑 ， 即 (Uo(U/R)) 为 拓扑 空间 . 

7.1.3 定义 ” 设 (UV, RR) 为 近似 空间 ，T CU, 了 称 为 R- 开 集 , 如果 


(vreT)(yeU) (zr,y)eE R=>YyET. 


显然 [zr],Yr EU 为 R- 开 集 .UU 上 的 所 有 R- 开 集 加 之 空 集 构成 的 集合 就 是 o0- 
代数 o(U/R). 事实 上 ， 我 们 可 以 证 明 
7.1.4 练习 (1) 证 明 任何 一 个 R- 开 集 是 已 的 等 价 类 的 并 . 
(2) 证 明 
(vr € U)aprX = (J{Aeoa(U/R)IA CX)}, 
aprX = (N{A eo(U/R)IX C A} 


需要 注意 的 是 在 近似 空间 (U, R) 上 定义 的 上 (下 ) 近似 算 子 hz, apr 和 RR 是 紧 
密 相关 的 ， 有 关 论 文中 记 为 piR, aprn' 本 文 在 不 致 于 混淆 的 情况 下 ， 一 般 不 再 写 
下 标 RR. 

7.1.5 例 给 定 一 玩具 积木 的 集合 U = {71,72，…, zs} ,并 假设 这 些 积木 有 不 
同 的 颜色 ( 红 、 黄 、 蓝 ), 形状 ( 方 、 园 、 三 角形 ) 和 大 小 . 积木 的 集合 U 可 按 颜色 、 
形状 、 大 小 分 类 ， 记 Ri 为 颜色 关系 ,， 即 (z,y) Ri 当 且 仅 当 z,yeU 且 z 与 y 同 
色 . 类 似 地 ， 记 Ro, Rs 分 别 表示 U 上 的 形状 关系 和 大 小 关系 且 设 


U/R1 = {{z1,72,77}, {73, 74}, {xs, ze, Ts}}, 


U/R2 = {{z1,75), {72, 76}, {z3, Z4, £7, T8}}, 


U/Rs = {{z2, 27, 78}, {71, 73, 74, x5, 76}}. 
取 X = {x2,74,z7}. 则 
apIR,X = {73,74}, 3prr, X = {Ta,74} U {71,72,27}, 
aprp,X = |, Pik,X = {72,76} U {73, 74, 77, 78}, 
aprrp,X = 小 EDER,X =U. 
7.1.6 定义 ” 设 (U, RR) 为 近似 空间 ，X EU . 基于 Z 上 的 上 (下 ) 近似 算 子 ， 


U 被 分 为 三 个 区 域 ,分 别称 aprX 为 X 的 正 域 , 记 为 POS(X); DBX 为 X 的 
负 域 , 记 为 NEG(X); BpFX - aprX 为 X 的 边界 , 记 为 BND(X). 


. 168 . 半 群 的 模糊 理论 


如 果 5DFX = aprX, 称 XX 为 可 定义 的 ， 否则 XX 称 为 不 可 定义 的 ， 或 称 想 粮 
集 (简称 粗 集 ) 

7.1.7 注 (1) 在 例 7.1.5 中 ，(U, Ri) 为 近似 空间 ， 天 = {22,z4,727} 为 (U,R1) 
的 粗 集 ;如 果 取 Xi = {zx3,74}, 则 Xi 为 (U, Ri1) 的 可 定义 集 . 

(2) 如 本 章 前 言 中 所 述 ， 近 似 空间 (U, R) 可 以 理解 为 知识 库 天 , K 中 的 已 知 知 
识 模块 或 概念 即 为 c(U/R), 也 为 (U, R) 中 的 可 定义 子 集 全 体 ， 这 样 称 (U, R) 为 知 
识 库 就 比较 确切 了 . 现在 有 一 个 未 知 知识 X CU, 通过 已 知 的 知识 库 可 以 给 出 粗略 
的 定位 和 判断 .。 POS(X) 表示 根据 现 有 知识 可 以 判定 一 切 属于 X 的 对 象 全 体 ; 
NECG(X) 是 一 定 不 属于 X 的 UV 的 对 象 全 体 ; BND(X) 表示 根据 现 有 知识 判断 
出 可 能 属于 X 但 不 能 完全 肯定 是 否 一 定 属于 X 的 对 象 所 组 成 的 集合 ， 边界 区 意 
味 着 由 于 掌握 的 知识 不 完全 而 存在 不 能 辨别 的 区 域 ，X 在 (U, R) 是 否 为 粗 集 关键 
在 于 X 的 边界 是 否 为 空 集 ， 边 界 区 越 大 ，X 在 知识 库 天 中 无 法 确切 的 元 素 就 越 
多 ， 对 此 我 们 用 一 个 量 7p(X) 表示 . 定义 

card(aprX ) 


(YX EU) mn(X) = Za) 


cardX 表示 X 的 基数 . 称 R(X) 为 X 的 近似 度 . 显然 ，0 < nR(X) < 1. 当 
7R(X) <1 时，X 是 粗 集 ; 当 mR(X) = 1 时 ，X 为 可 定义 集 或 称 精确 集 ， 所 以 我 
们 可 以 通过 ma(X) 来 定义 X 是 否 为 粗 集 ， 我 们 通过 X 还 可 以 在 U 上 定义 一 个 新 


的 函数 /8: 
card(Xn 四 由 


card([zjP) 

称 / 絮 为 X 的 粗糙 隶属 函数 ， 它 可 以 解释 为 一 种 条 件 概率 ， 能 从 全 域 [ 上 的 个 体 
加 以 计算 ， 没 有 任何 人 为 的 痕迹 ， 这 点 和 fuzzy 集 的 隶属 函数 有 本 质 的 区 别 ， 不 难 
看 出 


(vz eV) pr(z) = 


aprX = {z € Ulu®(z) = 1}, 
IhrX = {rE Ulp%(z) > 0}, 
BND(X) = {re UI0 < pR(z) < 1}. 


所 以 pu 虽 也 可 以 充分 衡量 X 在 (U, R) 是 否 为 粗 集 . 
我 们 还 有 两 个 基 反 映 X 在 (U, R) 中 粗糙 程度 的 ， 一 个 为 
card(aprX) 
WF cardU 
称 为 X 的 近似 质量 , 它 反 映 了 XX 中 肯定 在 知识 库 中 的 部 分 现 有 知识 的 百分比 . 另 


一 个 为 
laprX| 


P29)=1- 于 陡 
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称 为 X 在 (U, R) 中 粗糙 性 测度 ， 它 反映 了 知识 的 不 完全 程度 . 
如 果 我 们 要 进一步 地 了 解 粗糙 集 理论 的 背景 ， 还 需要 引入 一 个 概 含 ， 信息 系 
统 . 
7.1.8 定义 “一 个 四 元 组 (U, 4,V, 了 ), 记 为 5, 称 为 一 个 信息 系统 , 这 里 U 为 
有 限 对 象 集 ， 4 为 U 中 对 象 的 属性 集 ，V = U, Va, Va 为 U 中 对 象 对 属性 a 的 
a€ 


取 值 ，7 :U x 4 一 V 成 为 信息 函数 . 

一 个 信息 系统 完全 可 以 用 列表 的 形式 呈现 , 而 且 容 易 理解 . 例如 ，U = {z1,z2， 
zs,24] 是 病人 的 集合 ， 4 = { 头痛 、 肌 肉 痛 、 体 温 、 流 感 } 为 V 中 病人 的 体征 ， 
即 属性 集 ， VV 请 二 机 入 靖 二 交感 = 《是 ， 否 }， 外 刘 = {正常 高， 很 高 }. 这 
样 我 们 可 以 列 一 个 表 如 下 ， 


设 BC 4, 由 B 可 以 确定 信息 系统 5S 上 的 一 个 等 价 关系 : 
Rs = {(z,y) EUxU | f(r,0)= f(y,0),va ee B}, 


(U, Ra) 为 近似 空间 . 

在 完成 以 上 准备 之 后 ， 我 们 现在 引入 Pawlak 粗粮 代数 . 

7.1.9 定义 ” 设 (U, RR) 是 近似 空间 . (2 , N, U, ~, apr, apr) 称 为 Pawlak 粗 梭 
代数 , 这 里 ~ 为 U 中 的 补 运算 . 

7.1.10 注 ”Pawlak 粗糙 代数 是 一 个 (2,2, 1, 1,1) 型 代数 , 是 集 代数 (25,n,U, ~) 
的 推广 . 
7.1.11 定理 ” 设 (22,n,U,~,apr'apr) 为 Pawlak 粗糙 代数 ， X,Y CU. 则 下 
近似 算 子 apr 满足 : 

(AL1) apr(X) =~ apr(~ X); 

(AL2) aprU =U; 

(AL3) apr(X NY)= apr(X)Napr(Y); 

(AL4) apr(X UY) 2 apr(X)Uapr(Y); 

(AL5) X CY = apr(X) C apr(Y); 

(AL6) apr(0)=0; 

(AL7) apr(X)=X; 
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(AL8) X C apr(apr(X)); 

(AL9) aprX C apr(apr(X)); 

(AL10) apr(X) S apr(apr(X)). 

且 上 近似 算 子 pr 满足 : 

(AU1) apr(X)=~ apr(~ X); 

(AU2) apr0 = 从 

(AU3) apr(X UY)= apr(X)Uapr(Y); 

(AU4) apr(X NY)C apr(X)Napr(Y); 

(AU5) X CY = apr(X) C apr(Y); 

(AU6) apr(V)=U; 

(AU7) X C apr(X); 

(AU8) apr(apr(X)) C X; 

(AU9) apr(apr(X)) S apr(X); 

(AU10) apr(apr(X)) S apr(X). 

证 明 是 简单 的 验证 ， 读 者 可 为 练习 .由 (4L1) 和 (AU1) 知道 apr 和 5pr 是 一 
对 对 偶 的 算 子 ， 所 以 (ADUi),i = 1,2,…,10 是 (4L;),i = 1,2,…,10 的 对 偶 性 质 . 
注意 的 是 以 上 这 些 性 质 不 是 相互 独立 的 . 

7.1.12 练习 ”证明 

(1) apraprX = aprX; 

(2) apraprX = 5prX; 

(3) apraprX = aprX. 

下 面 我 们 给 出 Pawlak 粗粮 代数 的 表示 定理 . 

7.1.13 定理 设 (2",u,n,~,aprapr) 为 Pawlak 粗粮 代数 ， 则 o(U/R) = 
{BBiX | Xe 27} 为 25 的 子 Boolean 代数 . 反之 ， 任 给 (20,U,n,~) 的 任何 子 
Boolean 代数 K, 存在 一 个 Pawiak 粗糙 代数 使 得 K = {ap7X | XX € 250}. 

证 (1) YX € o(U/R), X 为 R- 等 价 类 的 并 ， 显然 EDITX = X. 如 果 Y < 
{a57X | X € 20}, 存在 六 e 2 使 得 Y = BDIX,Y = SIX = apraprX = aprY, 所 
以 Y 为 R- 等 价 类 的 并 . 以 上 证 明了 o(U/R) = {aPrX | X e 20}. 不 难 验证 c(U/R) 
为 子 Boolean 代数 . 

(2) 设 K 为 集 代 数 (2",b,m,~) 的 子 Boolean 代数 ， 下 面 定 义 UV 上 的 二 元 关 
系 已 : 


(yzyeD) (zy e RS 0:= 0,, 


这 里 O> C K, 表示 K 中 包含 z 的 元 素 全 体 ， RR 是 UV 上 的 等 价 关系 . 由 RR 可 定 
义 Pawlak 粗糙 代数 (20 ,U,mn,~,apr'apn). 下 面 K = {apiX | X € 20}, 事实 上 ， 
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VX EK,zEX,yeU, 如 果 (z,y)e R, 则 
ye 门 2 = 门 o-S 苞 


因此 X 为 R 等 价 类 之 并 ， 即 三 FX = Xe {faBTX | Xe 20}， 另 一 方面 ， 如 果 
Y € {aprX | X € 20}, 则 Y 为 RR 等 价 类 之 并 ,而 任意 zjRe K, Vz e U. 因此 
Y e K. 证 毕 . 口 

7.1.14 练习 ” 设 (20,U,m,~,apr,ar) 为 Pawlak 粗 粹 代数 . 证明 

(1) Br, apr 为 20 上 的 闭 包 算 子 和 内 部 算 子 ; 

(2) PE apr 在 U 上 请 导 相同 的 拓扑 J 了 ; 

(3) 拓扑 空间 (UJ 了) 中 每 个 开 集 是 闭 集 . 


7.2 ”Pawlak 粗糙 代数 的 公理 化 


Pawlak' 粗 糙 代 数 的 研究 基本 上 我 们 从 两 个 方面 来 深入 ， 一 个 是 结构 观点 ， 另 
一 个 是 公理 化 的 观点 .结构 观点 是 从 二 元 关系 R 出 发 来 研究 Pawlak 粗糙 代数 的 
性 质 及 一 般 拓展 ; 公理 化 的 观点 是 寻求 集 代 数 (2",U,m,~) 上 的 公理 组 来 保证 存在 
U 上 的 等 价 关 系 尺 使 得 对 应 于 R 的 Pawlak 粗糙 代数 存在 . 

我 们 首先 关注 一 下 Pawlak 粗糙 代数 中 等 价 关系 R. 设 RR 是 论 域 VU 上 的 二 元 
关系 ， 记 

Rs(z) = {y EU | (z,y) € R}. 

则 YX CU, aprX = {z EU | Rs(z) © X}, apiX = {zr EU | Rs(z)NX #0). 
当 RR 为 等 价 关系 时 ， apr 和 ap 与 Pawlak 粗糙 代数 中 的 上 (下 ) 近似 算 子 完全 一 
致 ， 我 们 可 以 验证 对 一 般 的 二 元 关系 R 所 定义 的 上 (下 ) 近似 算 子 (ALI~AL10)， 
(AU1~AU10) 均 成 立 . 

下 面 我 们 连续 给 出 三 个 定理 来 刻画 UV 上 的 一 个 二 元 关系 是 等 价 关系 上 (下 ) 近 
似 算 子 应 满足 什么 条 件 . 

7.2.1 定理 ” 设 呈 为 U 上 的 二 元 关系 . 则 以 下 各 款 等 价 : 

(1) R 是 自 反 的 ; 

(2) aprX GE X,YX CU; 

(3) X CprX, VX CU. 

证 ”由 apr 和 ar 对偶, 仅 证 (1) 会 (2). 

(1) 一 (2). vr € hIX, Rs(z) CX. 因此 ze Rs(z) CX. 

(2) 一 (D. 任 取 > s U, apr(~ {z}) 5~ {7} 多 {7} S hr{z} . 因此 Rs(z)m 
{z} #0 = re Rs(7z) = (7,7) € R. 证 毕 . 口 

7.2.2 定理 ” 设 R 为 U 上 的 二 元 关系 . 则 以 下 各 款 等 价 : 
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(1) 已 是 传递 的 ; 

(2) aprX C apraprX, YX CU; 

(3) SPIEPIX C apiX, YX CU. 

证 由 apr 和 ar 对 偶 ，(2) 人 (3). 

(1) 二 > (2). 设 尺 可 传 7 € aprX. 则 Rs(z) EX. Vy € Rs(7) = Rs(y) E 
Rs(7). 事实 上 ，vz e Rs(y) 推出 (y,z) € R. 又 (z,y)E 民 得 (z,z) € R, 从 而 
z € Rs(z). 由 apr 的 定义 得 ye apIX 一 Rs(z) C aprX= aprX C apraprX. 

(3) 二 (1). 设 (z,9),(y,z)€E R. 则 y € Rs(z),z € Rs(y). Rs(y)N{z} #0 推 
出 ye pr{z}. 又 ye Rs(z), 故 


vy € pr{z} N Rs(7) #0 = zr € aprapr{z} 
> reapr{z} = Rs(z)N {2} #0 


= z€ Rs(r) $$ (x,2)€R. 


证 毕 . 口 

7.2.3 定理 ” 设 刃 为 上 的 二 元 关系 ， 则 以 下 各 款 等 价 ， 

(1) 已 是 对 称 的 ; 

(2) X C apraprX, VX CU; 

(3) apraprX C X,YX CU. 

证 由 apr apr 的 对 偶 性 ，(2) 名 (3). 

(1) 一 (2)，Yz e X, 如 果 Rs(z) = 则 Rs(z) C apiX, 从 而 ze apraprX; 
如 果 Rs(z) 关外 设 wy e Rs(z), 由 RR 的 对 称 性 得 z € Rs(y) 一 ze Rs(y)nX 
全 YE 8PIX. 由 y 的 任意 性 得 Rs(z) C apiX 一 ze apraprX. 

(3) 二 (中 ). 设 (z,y) eR=>yeRs(z). 由 (2), 取 X= {z}), 则 Rs(z) caprfz}. 
从 而 ye apr{z} Rs(y)n{z} #0. 故 ze Rs(y) 今 (y,z)& RR. 证 毕 . 口 

为 了 进一步 认 清 在 Pawlak 粗糙 代数 中 ， 定 理 7.1.11 中 的 性 质 分 别 和 二 元 关系 
RR 什么 样 的 特征 有 关 ， 我 们 在 这 里 设计 以 下 练习 . 

7.2.4 练习 设 R 为 U 上 的 二 元 关系 、 则 以 下 备 款 等 价 : 

(1) (vr EU) Rs(zx) #0; 

(2) aprX C EprX,VX CU; 

(3) aprd = 0; 

(4) EU = U. 

7.2.5 练习 人 民 为 U 上 的 二 元 关系 ， 则 以 下 各 款 等 价 ; 

(1 出， Rs(z) = 

(2) Wz ev) i #0. 
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7.2.6 练习 设 恨 为 U 上 的 二 元 关系 . 则 以 下 各 款 等 价 : 

(1) (vz,y,z2 EU) (ye Rs(x)) A (z € Rs(7)) = z € Rs(y); 

(2) (vr,y EU) y € Rs(z) = Rs(7) C Rs(y); 

(3) aprX C apraprX,vX CU; 

(4) aiaprX C aprX, YX CU. 

下 面 我 们 将 不 从 U 上 的 二 元 关系 R 出 发 来 定义 粗粮 集 ， 设 (22,n,U,~) 为 集 
代数 ， 工 ,日 为 2” 上 的 两 个 一 元 算 子 . 

7.2.7 定义 ” 设 L, 昌 为 2s 上 的 两 个 一 元 算 子 . 称 虐 ,HH 是 对 偶 的 ， 如果 它 
们 满足 : 

(LO) (YX EU) LX =~ H(~ X); 

(HO) (YX CU) HX =~ L(~ X). 

2v 上 的 算 子 对 一 般 情况 下 都 不 是 对 偶 的 , 这 方面 的 研究 也 有 很 多 . 基于 Pawlak 
粗糙 代数 中 的 上 (下 ) 近似 算 子 gs5F, apr 是 对 偶 的 ， 所 以 本 章 只 讨论 对 偶 算 子 ， 既 
然 L,， 有 H 是 对 偶 的 ， 那么 通过 一 个 算 子 ， 辟 如 二 ,可 以 定义 另 一 个 算 子 及 ， 因 为 
(VX CU) HX =~L~X, 故 及 =~L 上 ~, 其 中 人 ~ 也 为 2” 上 的 一 元 算 子 一- 补 算 
子 . 

7.2.8 注 ”对 于 对 侦 的 算 子 L,H 及 一 元 补 算 子 ~ 之 间 的 合成 运算 ， 我们 有 以 


下 规则 : 
(1) ~H=L~; 
(~L=H~; 


(3) 工 和 万 的 任意 一 个 合成 列 等 于 该 列 中 将 工 换 成 五 , H 换 成 上 且 在 该 列 前 
后 各 加 一 个 ~ 运算 . 例如 : LHHLH =~ HLLHL~. 

对 于 粗糙 集 的 公理 化 表示 ， 下 面 的 定义 是 重要 的 . 

7.2.9 定理 (Yao 定理 ) 设 L,H: 25 一 22 为 22 上 的 对 偶 一 元 算 子 ， 则 存 
在 U 上 的 二 元 关系 尺 使 得 对 任意 X CU, LX = aprnX, HX = apFRX 当 且 仅 当 
工 和 五 满足 ， 

(LU ZU =U; 

(L2) Z(XKnY) = ZXmZY; 

(HI) HO = 6; 

(H2) H(X UY)= HXUHY. 

证 ”由 定理 7.1.11, 必要 性 是 显然 的 . 

充分 性 . 由 瑟 , 定义 U 上 的 二 元 关系 R 如 下 : 


(vz,yeU) (ry EE RSOr EH({Y)). 
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则 YXc 不 妨 设 X= {z1,z2,…,zm】 (X =0 时 ， 由 (HI1) 得 arng= 的 ， 


rEaprrX = Rs(z)nX #0 
> (3rieE X)r EH({Ti}) S(T7i) ER 
= ri€E H({zi}) EC HX (由 (H2)). 


另 一 方面 ， 


rEHX = rEeH({rr2, Tm}) = H({r1D) UU H({zm}) 
> (azieX) rEH({Ti})S (7,7i) ER 
= zi€ Rs(T)NX = 1 € PipX. 


因此 afa = H. 由 工 和 瑟 的 对 偶 性 得 L = aprR. 证 毕 . 口 

7.2.10 注 ”在 定理 7.2.9 中 , 为 了 完备 起 见 我 们 将 (L1), (L2), (H1) 和 (H2) 全 
部 写 出 . 事实 上 , 由 工 和 瑟 的 对 偶 性 , 我 们 只 需要 任意 写 出 其 中 的 一 组 (H1), (H2) 
或 (L1), (L2) 即 可 . 

值得 注意 的 是 (L1), (L2) 或 (H1), (H2) 是 相互 独立 的 公理 组 ， 可 以 认为 是 粗糙 
集 理论 中 最 基本 的 公理 组 . 

7.2.11 练习 ”证明 (L1) 与 (L2) 是 独立 的 . 

7.2.12 定义 ” 设 工 ,HH:20 一 22 的 对 偶 一 元 算 子 .如果 工 满足 (L1), (L2) 或 
等 价 地 ， 五 满足 (H1), (H2). 系统 (27,n,U,~,L,H) 称 为 粗 杷 集 代数 , 了 ,五 称 为 
近似 算 子 . 

粗糙 集 代数 系 统 可 以 说 是 满足 对 偶 的 一 类 较 弱 的 代数 系统 ， 可 以 通过 给 已 , 五 
添加 新 的 公理 制约 可 以 得 到 一 系列 更 合乎 显示 的 粗糙 代数 系统 . 例如 , 我 们 给 出 如 
下 的 公理 组 对 YX,Y EV， 

(K) L(~ XUY) EC~ LXULY. 

(K) ~ HzNHY Cc H(~ XNY). 

(5S) HX= U Hf{z}. 

(L3) LXUY) 2 LXULY. 

(H3) H(XNY) SG HXNHY. 

(L4) X ESY =>LXCELY. 

(H4) XECY=>HXEHY. 
(L5) L(XNY) CLXNLY. 
(H5) H(X UY)2 HXUHY. 
(D) LX S HX. 

(T) LX SEX. 
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(T) XC HX. 
(B) XELHX. 
(B') HLX CX. 
(4) LX CLLX. 
(4) HHX C HX. 
(5) HX C LHX. 
(5') HLX C LX. 
7.2.13 练习 ”证 明 下 列 盘 涵 和 等 价 成 立 : 
(a) (L1), (L2)2(L1), es 
(H (H2)® a (K’ 
(b) (L2)=>(L3), ( Wi 
a (H3), Ce (H5); 
(cj (L3) (LA)S(L5); 
(H3)® (H4)S(H5); 
(d) (H2)® (5). 
根据 定理 7.2.1, 7.2.2, 7.2.3 及 定理 7.2.9, 我 们 得 出 本 节 的 主要 结果 . 
7.2.14 定理 (Pawlak 粗糙 集 代数 的 公理 化 表示 定理 ) 设 L,H 为 2s 上 的 两 
个 对 偶 的 一 元 算 子 ， (22,n,U,~,, 刀 ) 为 Pawlak 粗糙 代数 ， 即 存在 U0 上 的 等 价 
关系 使 得 L = apra, 有 H = apFR 当 且 仅 当 工 满足 (L1), (L2), (T), (B) 和 (4) 或 及 
满足 (H1), (H2), (T'), (B') 和 (4). 
7.2.15 定理 ” 设 LH 为 2 上 的 两 个 对 偶 一 元 算 子 ， 则 公理 组 (L1), (L2)， 
(T), (B) 和 (4) 等 价 于 (L1), (L2), (T) 及 
(L6) LX = LLX,YX EU; 
(L7) ~ LX =L(~ LX),VYX CU. 
证 因为 (L6)=3(4), 且 由 (17) 得 , LX = HLX 坟 HX=LHX. 又 由 (T)(T') 
得 XC LHX, 即 (B) 成 立 ， 因此 (L1), (L2), (T), (L6), (L7)=>(L1), (L2), (T), (4), 
(B). 
反之 , 由 (T) 及 (4) 和 (L2) 得 ，LLX C LX C LLX, 从 而 LX = LLX, 即 
(L6) 成 立 . 因由 (B), XC LHX > HLX C X. 又 由 (4), LXCLLX 得 HLX CC 
HL(LX) S LX. 显然 由 (T) LXC HLX, 故 LX= HLX ~LX=L(~LX), 即 
(L7) 成 立 ， 这样 完 成 了 (L1), (L2), (T), (4), (B)=3(L1), (L2), (T), (L6), (L7) 的 证 
明 . 证 毕 . 口 
7.2.16 练习 ” 设 (20,,U,~,L,H) 为 粗 炎 集 代数 系统 ， 证明 (20,nm,U, 一 , 工 工 ， 
日 日 ) 也 为 粗粮 集 代数 系统 . 
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7.3 ”Fuzzy 粗糙 集 与 粗糙 Fuzzy 集 


Fuzzy 集 和 粗粮 集 都 是 为 了 处 理 模糊 不 清 、 不 确定 的 概念 而 对 经 典 集合 论 的 推 
广 ， 这 两 个 理论 涉及 的 基本 问题 既 有 联系 又 有 区 别 . 尽管 有 一 些 研究 者 认为 一 种 
理论 也 许 比 另 一 种 理论 更 一 般 , 但 一 般 地 ， 认 为 这 两 种 理论 有 区 别 又 相互 补充 ,这 
是 一 种 普遍 较 能 接受 的 说 法 ， 粗 糙 集 关注 的 是 对 象 间 的 不 可 分 辨 (indiscernibility) 
性 , 不 可 分 辩 的 传统 刻画 是 对 象 集 上 的 等 价 关系 , 粗糙 集 是 通常 等 价 关 系 之 等 价 类 
表现 出 的 近似 集 对 ， 是 U 的 普通 子 集 对 . Fuzzy 集 理 论 是 通过 一 个 集 的 特征 函数 
的 一 般 化 来 描述 集合 边界 的 病态 定义 (il-definition). Fuzzy 集 可 以 被 看 作 没有 明确 
和 清晰 边界 的 类 ， 而 粗糙 集 是 普通 集 类 的 粗糙 描述 . 

本 章 第 一 节 我 们 论 及 Pawlak 粗糙 代数 中 提 到 粗糙 隶属 函数 /有 ,这 是 一 个 
Fuzzy 集 且 

core(pR) = {z EU | ul(z) = 1} = apraX, 

supp(u%) = {zr EU | uN(z) > 0} = aprrX. 
该 Fuzzy 集 依赖 于 X 和 RR, 对象 z e U 的 取 值 没有 任何 主观 因素 ， 而 且 通过 X 及 
RR 精确 计算 出 ， 即 可 以 从 已 有 的 知识 库 (数据 库 ) 中 得 到 ， 这 和 一 般 的 Fuzzy 集 
的 取 值 kw(z) 仅 和 z 相关， 而 和 z 以 外 的 其 他 对 象 不 相关 是 有 很 大 区 别 的 ， 基 于 
Fuzzy 集 和 粗糙 集 的 区 别 和 互补 性 ， 本 节 主要 讨论 的 相互 渗透 而 产生 的 Fuzzy 粗粮 
集 和 粗糙 Fuzzy 集 . 

设 (U, 有 R) 为 知识 库 ， X 为 U 的 子 集合 则 Pawlak 粗糙 集 代数 的 基本 思想 是 
用 已 知 的 知识 最 大 限度 精确 地 去 描述 X, 即 用 (aprX,apEFX) 对 来 近似 表达 ， 在 现 
实生 活 中 XX 不 一 定 是 UV 的 普通 子 集 ， 而 是 一 个 Fuzzy 集 ， 我 们 怎样 用 已 知 的 知识 
来 近似 描述 呢 ? 这 就 产生 了 Fuzzy 粗糙 集 (Fuzzy rough set) 模型 . 

7.3.1 定义 ” 设 (U, RR) 是 近似 空间 ， R 为 U 上 的 等 价 关系 ，4 为 U 上 的 
Fuzzy 集 . 则 在 U 上 的 上 (下) 近似 分 别 定义 为 U0/R = {Xi,X2,…,Xn} 上 的 
Fuzzy 集 apry, apip: 

apry(Xi) = 了 A(z)， 
Bpbiy(X;) = sup p(7),i = 1,2,.…,n. 
ZzEXs 
如 果 aprk = ar 称 / 为 可 定义 的 ， 否 则 称 /为 址 炉 Fuzzy 集 . 
7.3.2 注 1) apr 和 api/ 显然 可 以 拓展 为 UU 上 的 Fuzzy 集 ， 即 apry(z) = 


apry(Xi), zx € Xi; piy(z) = apiu(Xi), ze X; . 如 果 没 有 特别 说 明 ， 一 般 不 再 加 以 
区 别 . 
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2) 当 4 为 U 的 普通 子 集 时 ，vYr e U, 3X;E U/R 使 得 ze Xi. 设 XEU,p 
为 X 的 特征 函数 fx. 则 


aprfx(z) = { 1 Se 2 xX; 
= faprx (7), 


即 X 的 特征 函数 的 下 近似 恰好 为 X 的 下 近似 的 特征 函数 . 同 理 可 以 证 明 X 的 特征 
函数 的 上 近似 为 六 的 上 近似 的 特征 函数 . 故 Fuzzy 集 的 上 (下 ) 近似 是 一 般 Pawlak 
粗糙 集 代数 的 推广 . 
7.3.3 定理 ” 设 (UR) 为 近似 空间 ， jp,v € F(U). 
(1) apry < 1 < apiy. 
(2) apr(u Uv) = hry U apiv; 
apr(u Nv) = apry U apiv. 
(3) apru Uaprv GE apr(p UV); 
apr(p Nv) C apry N apiv. 
(4) hr(1 - 4) = 1 ~ apryp; 
apr(1 ~ 由 = 1 ~ pik. 
(5) aprapiy = apiy; 
aprapry. = apry. 
(6) aprapry = aprp; 
aprapty = apry. 
证 只 证 明 (2) 的 前 一 部 分 ， 其 余 的 部 分 读者 自己 练习 . 


(YXi EU/R) pr(4 Uv)(Xi) = sup (Uv)(z) 
= sup (A(z) Vv(z)) 
EX 
一 Sup A(z) V up v(z) 
2 Wh) v p(X) 
= (aprp U Br)(Xi). 


故 亚 i(1 Uv) = 邢 iu.U ary. 证 毕 . 
在 讨论 粗糙 Fuzzy 集 之 前 ， 我 们 先 将 定理 1.1.10, 即 Fuzzy 人 
行 深入 的 讨论 . 
7.3.4 定理 (分 解 定理 I) 设 1e F(X),Q 是 [0,1] 内 的 所 有 有 理 数 集合 ， 则 
+= UN = U a, 


XeQ 和 XeQ 
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其 中 MA(z) = 和 A (pa)a(T), Mp (7) = AA (nN)A(T), Yr EX. 
证 对 任意 zeX， 


A(z) = sup{A| 和 < HA(z)} 
MeQ 


= sup{MA (13)(z)} = sup(MX )(z) 
XeQ XeQ 


= ( U M8) 
XeQ 
因此 = U Mx. 类似 地 可 以 证 明 4 = U Ma. 证 毕 . 口 
EQ AEQ 


通过 定理 7.3.4 的 证 明 ， 我 们 不 难得 出 如 下 推论 . 

7.3.5 推论 设 je F(X)， 人 er 2… 是 [0,1] 内 的 一 个 序列 且 满 足 ， 

(1) a sa gSang. 

0) een = 
则 wa) = (DU apejfa 

7.3.6 定义 ” 设 五 : [0,1] 一 2x 为 集 值 映射 旦 满足 ，Ai < Xs H(A1) C H(X2). 
称 太 为 XX 上 的 集会 讲 . X 上 的 全 体 集 合 套 记 为 H(X). 

不 难看 出 ， 设 jE F(X) . 则 映射 

H:|0,1] = 2 1 和 一 /YAe [0,1] 
是 一 个 集合 套 ， 同 理 可 得 
Hi:[0,1] = 2*|A— >,vA€ [0,1] 

也 为 X 上 的 集合 套 . 

7.3.7 定理 (分 解 定理 ID 设 As F(X), 吾 : [0,1] 一 2x 为 集 值 映射 且 满足 
n> SE H(A Ep, YAe[loli. 则 

(1) H 为 X 上 的 集合 套 ; 

(2) ES 册 ， Nasid a 

(3) 4 = NAN = U HO ey). 

证 (1) 没入 M2 € [0, EA < A2. 则 当 Ni = 和 2 时，H(A1) = H(A2). 当 
Al < 》Xa 时 ， 则 

吾 (Xz) S ps G 全 ,ES H(A). 
2) 由 假设 及 定理 1.1.10， 
+= U we U AAS LU Ma=x 


Xel0,1] 和 Xefo1H Xeloj 
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这 里 (AGE(A))(z) = AA H(A)a(z), 即 ze H(A), (XH(N))(z) = 入 当 z ¢ HN), 
(AH(M)(z) = 0. 

(3) 设 和 <o 则 pa pa 因此 pa cn Ha. 又 设 ze 几 AAA, 任意 Xi < a 
均 有 ze ja, Hz) > 和 1, 因此 p(x) > up Al = a, 即 ze jya 以 上 证 明了 


Au = Aa. 由 假设 


NN HW 2 Ns2N .=.= m2 NN aN. 


A<a A<a A<a A<a 
故 jo = 站 H(A). 同 理 可 证 J2 = U 瑟 (A). 证 毕 . 口 
a >a 

我 们 知道 给 定 X 的 一 个 子 集 焦 {4。}aelo1 一 般 不 能 保证 一 定 存在 Je P(X) 
使 得 J = 4a, Ya e [0,1]. 下 面 定理 回答 了 这 个 问题 且 在 我 们 以 后 的 讨论 中 是 非常 
有 用 的 . 

7.3.8 定理 (Negoita, Ralesu 表现 定理 ) 设 (44)a, ae [0,1] 是 X 上 的 子 集 
焦 ， 存 在 一 个 Fuzzy 集 使 得 ke = 4。, ae [0,1] 当 且 仅 当 

(UD oa < o> Ao, ES Ao,; 

(2) a & a2 < .i, dim 本 三 全 不 下 Ao, = 4a， 

证 ”必要 性 .如果 存在 yx € F(X) 使 得 pa = ha, Va e [0,1] . 则 由 推论 7.3.5 
和 定理 7.3.7， 


m= N= 


A<a 和 <a 
充分 性 .由 假设 (1) 得 {4a}a,a € [0,1] 是 集合 套 , 令 4 = WU X46, 则 


Xel0,1] 
A=  U 》A4a 是 Fuzzy 集 且 
和 eloJ 


(YAE[l0I) zr en? © u(r)>A 
> ( U os) > 
ae 


= VY (eA(4aja(z)) > 入 
aelo 
全 (3aoe [10,1]) aoA(4ao)ao(z) > 入 
> ao > X (4aojao(z)) = ao 
一 ao>XZE4aoC4NA 天 1 
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另 一 方面 ， 
rE€EAh\ = (4):(7)= 


= V (eA(4aja(z)) > 入 A(4A)x(z) = 
aeloJ] 
> kz) 2 A I EH. 


因此 p> ES A、C pa, VA € [0,1)， 由 定理 7.3.7, ja = ,4 = 让 4a = Aa, 
va es [0,1. 证 毕 . 口 

7.3.9 练习 设 里 :[0,1] 一 [0,1] 是 给 定 函 数 ， (4aja, ae [0,1] 为 义 的 子 集 
禾 ， 则 存在 一 个 Fuzzy 集 使 得 jo(a) = Aa, ae [0,1] 当 且 仅 当 

(1) (a1) < $a2) = Ag(a) 2 Ag(a2); wy 

(2) Ga1) < bla2) < i, lim lan) = do) 一 A Ao, = Ao. 

有 了 以 上 准备 之 后 ， 我 们 以 下 讨论 Fuzzy 粗糙 集 ， 设 (Up/) 为 Fuzzy 近似 空 
间 ， 其 中 jE F(U x U0) 为 U 上 的 Fuzzy 等 价 关系 (也 有 称 之 为 Fuzzy 相似 关系 ) ， 
即 ja,a e [0,1] 为 U 上 的 等 价 关系 .所 以 上 也 可 表 为 (ka)a, a s [0,1], 由 此 我 们 
可 以 得 到 一 个 近似 空间 往 (由 pa)a ,a e [0,1]. 任 取 4 S U, 关于 Fuzzy 近似 空间 
(以 ,我 们 获得 粗糙 集 熊 


(apr, (4), ht, (4))o, a € [0,]. 


我 们 现 考虑 下 近似 护 (apr, (4))a,a € [0,1]. 如 果 al < a2, 则 pas S na, 即 
has 为 kai 的 加 细 . 因此 apr, (4) 5 apr,., (4). 令 亚 :0 一 la 一 1-o， 
则 (a) < Wa2) aa < aa 全 apri (4) S apr (4). 因此 练习 7.3.9 中 (1) 成 
立 . 又 设 亚 (al) < 炎 (a2) <…, 且 ,lim 亚 (an) =B= (oa). 由 /为 Fuzzy 等 价 关 系 
及 定理 73.8, jsto = 站 pvton)- 由 于 的 定义 得 web) = 1- ai= 2 因此 
al > az >…, 且 im。 an=a. 由 as 和 ai= 1 2…… 得 apr (4) C 外 ap (4) 


反之 ， 设 ze 站 apr ), 则 


pan 


了 ] CAvneZt = [rz]~ cA 
hon 加 


2 [zj A= 7 €apr,(4). 


此 让 apr (4) = apr, (4) , A CU . 这 证 明了 练习 7.3.9 中 (2) 成 立 因此 存 
在 Fuzzy 集 apr,(4) 使 得 (apr,(4))s(a = apr (4). 
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类 似 地 ， 对 于 近似 往 {apr。(4)}a,a s f0,1. 如 果 aa < az, 则 jas S ka, 因 
此 到 gs,(4) S amves(4). 假设 aa < as <…, lim an = ao 由 于 /为 Fuzzy 等 价 


关系 ， 从 而 ko = 内 wo。 不 难看 出 
hi, (A) S 但 hi,, (4), vA EU. 
n=1 


另 一 方面 , 设 ze A sp (4), 则 四。 nA4 关 0,n=1,2,…. 因 为 U 为 有 限 
集 ， 所 以 存在 ne 2+ 使 得 ja, = Ha =…. 因此 ，jxa = mm, 从 而 [zl nA #0 
即 ze api,, (4). 以 上 证 明了 api,,(4) = nN 本 mx。 (4). 根据 定理 7.3.8, 存在 一 个 
Fuzzy 集 85r(4) 使 得 (api,,(4))a = Po(4), a € [0,1). 

下 面 我 们 试图 给 出 Bf(4) 及 apr,(4) 这 两 个 Fuzzy 集 的 特征 函数 . 

我 们 知道 ， 如 果 为 Fuzzy 集 ， 则 


(vz €) nlz) =sup{a | z € pa} =sup{a |z Ep}. 


因此 
Hapr (4)(7) = sup{¥(a) | ze (apr, (A))y(o)} 
= sup{l-alre apr (4)} 
= sup{l—a | [zjus & A} 
= sup{l ~a| (vw EU) p(z,y) >a=ye A} 
= sup{l—-a|(weU)y¢A= ur,y) < a} 
= inf{1— yp(z,y) |y ¢ A} 
= inf{max[fa(y),1— 4(z,y)] | ye U}. 


Hapr, (A)(T) = sup{a | 7 € (2pr,(A))a} 
= sup{a | z € api,. (A)} 
supfa | [zj NA# 0 
= sup{a | (3y EU) p(z,y) > a,y € A} 


= sup{/(7,y) J ye A} 
= sup{min[fa(y), (x,y)] 1y ee U}. 
综 上 所 述 , 给 定 一 个 Fuzzy 近似 空间 (U,p) 及 U 的 子 集 A, (apr,(4) ar.(4)) 
称 为 关于 4 的 Fuzzy 粗糙 集 ， 4 为 普通 子 集 ， 下 近似 apr(4) 和 上 近似 me(4) 
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均 为 U 上 的 Fuzzy 集 且 


(Vr €U) papr, (4)(7) = inf{1 ~ p(z,y) |y ¢ A}, 
Hapr,, (A4)(T) = sup{u(z,y) | y € A}. 


Fuzzy 粗糙 集 (apr, (4),api,,(4)) 关于 6 的 水 平 截 集 


(apr,, (4), api,(A))e = (apr,, (4),api,s(A)) 


pe 


= ((apr,, (A))1-, (api,,(A))s). 


它 恰 是 近似 空间 aprye = (U, p18) 中 的 粗粮 集 . 
7.3.10 注 设 甩 为 U 上 的 等 价 关系 ，A CU, fr 和 f4 为 R 和 4 的 特征 函 
数 ， 则 


fapri (4)(7) = inf{fa(y) | ye U, (x,y) € R} 
= inf{1— fr(z,y) |y ¢ A} 
{ 1, zeaprn(4)i 
0, zg apra(A). 


类 似 地 可 以 看 出 ， 


fiprr(4)(7) = sup{fa(y) | y € U, (7,y) € R} 
= sup{fr(z,y) | ye A}. 


所 以 Fuzzy 粗糙 集 是 普通 粗糙 集 的 推广 ， 基 于 粗糙 集 理 论 ， 我 们 有 

7.3.11 练习 设 4,BCU,jeEF(UxU) 为 U 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 ， 则 

(1) apr,,(~ 4) =~ Wi,(A), 
pi, (~ 4) =~ apr(4); 
apr,(U) =U, 
pi,0 — 0; 

(3) apr,(ANB) = apr,(4)Napr,(B), 

apr, (AU B) 2 apr, (4) Uapr, (B). 

7.3.12 注 ”我 们 在 讨论 粗糙 Fuzzy 集 的 时 候 没 有 用 讨论 Fuzzy 粗糙 集 相 似 的 
方法 . 事实 上 ,这 两 类 粗糙 集 模 型 我 们 完全 可 以 用 相同 的 方法 处 理 . 简单 地 说 ， 设 
(U,R) 为 近似 空间 ，j € F(U). 则 (apra(ua),aprzR(pa))a, ae [0,1] 是 一 关于 a 的 粗 
粮 集 簇 目 al < az 一 jas 2 pas > aprp(Hos) 2 aprp (Hos), arR(pa ) 2 BprR (Jas). 
由 定理 7.3.8, 存在 Fuzzy 集 对 (apra(1), 弛 rR(1)) 使 得 (apra (1))a = apra(pa)， 


(2 
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(arn(H))a = aia(ua). 且 


Hpaprato(z) = supfa | £ € (aprp(4))(A))a} 
= sup{a | aprp (1o)} 
= sup{a | [zle € pa} 
= inf{p(y) | y € [z}a} 
= inf{p(y) | (z,y) € R} 
= inf{max{p(y),1— fr(z,y) |y € VU}}, 


Lapra(n) (7) = supfa | [zJla Na #0} 
= sup{k(y) | (7,y) € R} 
= sup{min{p(y), fr(z,9)}}. 


7.4 粗糙 半 群 


从 代数 的 观点 ， 拓 扑 的 观点 来 讨论 和 研究 粗糙 集 是 粗糙 集 理 论 研究 的 主导 思 
想 之 一 1994 年 ， Biswas 和 Nanda 引入 粗糙 群 和 粗糙 子 群 的 概念， 将 粗糙 集 研 
究 思想 引入 到 群 论 学 科 . 1997 年 ， Kuroki 进一步 研究 了 半 群 的 粗粮 理想 ， 国 内 
近年 来 也 有 一 些 学 者 在 从 事 粗糙 半 群 的 更 深入 的 探讨 ， 本 节 可 以 为 进一步 从 事 这 
方面 研究 的 学 者 提供 一 些 基本 知识 和 方法 . 

设 5 为 半 群 ，p 为 S 上 的 同 余 ，p 称 为 完备 的 , 如 果 (Ya,be S) [a]p[b]s = [able 
我 们 应 该 注意 的 是 一 般 同 余 p, 我 们 仅 有 [ajplb]。 S [objp. 设 4 S 5, 为 了 方便 起 见 ， 
以 后 我 们 也 用 六 (4) 表示 三,(4), p-(4) 表示 apr, (A). 

7.4.1 定理 ” 设 p 和 和 为 半 群 5 上 的 同 余 ， 4,B 为 5 的 非 空子 集 ， 则 下 列 
各 款 成 立 ， 


( 
(4) ACSB=p-(4) Cp-(B),p (A) Cc p(B); 
(5) p-(AUB) CE p-(A)Up-(B); 
(6) p (4ANB)=p (A)Np (B); 
(7) pA p-(A)SN(B),p (A) CN(B); 
(8) p (A)p (B) © p- (4B); 
(9) (onA (A) Sp (A) NA (A). 
以 上 结论 的 证 明 均 为 简单 的 验证 ， 留 给 读者 练习 . 如果 p 为 5 的 完备 同 余 ， 则 
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(10) p-(4)p-(B) S p-(4B). 
也 成 立 . 

7.4.2 定义 ” 设 5 为 半 群 ，p 为 S 上 的 同 余 且 4S 5. 如 果 p-(4) 为 5 的 子 
半 群 ， 称 4 为 5 的 上 棚子 半 群 , 同 理 可 定义 上 粗 左 ( 右 ) 理想 、 双 理想 等 . 

7.4.3 定理 ” 设 5 为 半 群 ，p 为 S 上 的 同 余 . 则 下 列 各 款 成 立 : 

(1) 设 4 为 5 的 子 半 群 ， 则 p-(4) 也 是 ; 

(2) 设 4 为 5S 的 左 ( 右 ) 双 理 想 ， 则 p-(4) 也 是 5 的 左 ( 右 ) 双 理 想 . 

证 (1) 因为 4? ES 4, 由 定理 7.4.1 的 (4) 和 (8)， 


p (A)p (A) Ep (A:A)Ep (A), 


因此 p-(4) 为 5 的 子 半 群 . 
(2) 设 4 为 5 的 左 理想 ， 则 


Sp (A)=p (S)p (4) Ep (SA) Sp (A). 


因此 p-(4) 也 为 5 的 左 理想 . 
同 理 可 证 当 4 为 5 的 右 理想 、 理 想 和 双 理 想 的 情形 . 口 
7.4.4 练习 设 S 为 半 群 ，p 为 8 上 的 完备 同 余 ， 则 下 列 各 款 成 立 ; 
(1) 设 4 为 8 的 子 半 群 ， 则 P-(4)( 关 全 也 是 5 的 子 半 群 ; 
(2) 设 4 为 3 的 左 ( 右 ) 理想 ， 如果 p-(A) 关 0, 则 p-(A) 也 为 4 的 左 ( 右 ) 理 


比 


7.4.5 定理 ” 设 5 为 半 群 ，p 为 5 上 的 同 余 . 
(1) 设 4,B 为 S 的 上 粗 子 半 群 ，4B = B4 , 则 4B 也 为 3 的 上 粗 子 半 群 ; 
(2) 设 4,B 分 别 为 3 的 右 和 左 理想 ， 则 


p (AB) Sp (A)Np (B), p-(AB) EC p-(A) Np-(B); 
(3) 设 7 为 5S 上 的 另 一 同 余 且 7op=por, 4 为 5 的 子 半 群 ， 则 
Pr(4)r (A) S (po7)- (A). 


证 (1) 因为 4B = B4, 所 以 4B4B = A?B?. 因为 4,B 均 为 5 的 上 粗 子 半 
群 ， 所 以 


ABAB C p (A?)p (B’) Ep- (p-(A))p- (p(B)) 
= p (A)p-(B) ES pr-(4B). 


p- (AB)p (AB) cp-(ABAB) © p-(p-(AB)) =p-(4B). 
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(2) 设 4 为 5 的 右 理想 ，B 为 5 的 左 理 想 . 则 4B C 4NB. 因此 
p (AB)Ep (A4NB)Cp (A)Np (B). 


同 理 可 得 p-(4B) S po-(4)np-(B). 
(3) 设 cep-(4)T-(4), 则 c=ab,aep-(4),be7r-(4) .存在 zx,ye5 使 得 


zelaon4ye 轴 na4. 


因此 
(zy,ay) e p, (ay, ab) ET = (zy,ab) €E por, zyelaboorn4. 


故 c=abe (po7)-(4). 证 毕 . 口 
下 面 我 们 考虑 同 态 问题 . 
7.4.6 引 理 ” 设 S$ 和 了 是 两 个 半 群 , / 是 从 3 到 下 的 同 态 映射 ，4 E 5, 4 #0. 
则 
J((Kerf)-(4)) = f(A4). 


证 因为 4 C Kerf-(4), 所 以 f(4) 5 f(Kerf-(4))， 另 一 方面 , 设 z EE 
J(Kerf-(4)) ， 存在 a € Kerf(4) 使 得 z = f(a), [ajkerj nN 4 关 9， 因 此 存在 
bE AN[ajkerf. 又 f(a) = f(b), 故 z= f(b)e f(A). 证 毕 . 口 

7.4.7 定 义 设 S 和 了 是 两 个 半 群 ，p 为 9S 上 的 同 余 ， 3 到 了 的 满 同 态 影 
射 有 称 为 p- 相 容 的 , 如 果 {f([sjo) | se S} 为 了 的 划分 . 

7.4.8 定理 ” 设 3 和 了 是 两 个 半 群 ，p 为 8 上 的 同 余 ， 3 到 了 的 满 同 态 映 
射 为 f. 如 果 Kerf opS pm, 则 了 是 广 相 容 的 . 

证 设 f 是 p- 相 容 的 Yy eT, 存 在 ze 5 使 得 flz) =y, 因 此 ye f([z],), 
故 UA) = 7， 进一步 地 ， 取 z e f(zjp) n f(lyjp)， 则 存在 rm e 5 使 
得 z= f(z1) = f(yi) 且 (zz € p, (y,y1) < p. 因此 (zt 加) e Kerf, (z,y) € 
po Kerf cp S p. 由 此 推出 f([z]p) = f([yjp). 以 上 证 明了 {f([sjp) | se 5} 确 为 的 
一 个 划分 . 设 由 此 划分 定义 的 等 价 关系 为 7, 则 7 一 定 为 了 的 同 余 关系 . 事实 上 , 设 
(a,b) eT.Vc ET. 存在 s,s1,s2€ 5 使 得 a= f(s),b= f(s1) 有 自 (s,s1) € p,c = f(s2). 
因为 为 5 到 7 的 同 态 映射, 因此 


ac= f(s)f(s2) = f(ss2), bc = f(s1)f(s2) = f(s1s2), (ss2, s152) € p. 


由 的 定义 ，(ac,bc) e 7. 同 理 可 证 (ca,cb) eT. 故 7 为 了 上 的 同 余 关系 . 证 毕 . 
口 
7.4.9 推论 ”在 上 定理 中 ， 如 果 Kerf C p, 则 f 是 p- 相 容 的 . 
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在 定理 7.4.8 中 ， 只 要 {f(sjp) | se 5} 为 了 的 划分 ， 就 不 难看 出 它 诱 导 的 等 
价 关系 r 一 定 是 了 上 的 同 余 ， 这 个 同 余 我 们 以 下 记 为 pjy. 
7.4.10 定理 ” 设 5 和 了 为 两 个 半 群 ，/ 是 9 到 了 的 满 同 态 映 射 ， 4 SC 5， 
4 关 人 .如果 了 是 六 相 容 的 ， 则 f(p-(4)) = p7 (f(A4)) 
证 设 4SS， 
fo (4) = JUiiaolas4 
= [J{f(lalp) J a 4} 
= LU Lae A} 
= (J{lf (a) | f(a) € f(A4)} = p7 (f(A4)). 
证 毕 . 口 
在 定理 7.4.10 中 ， 如 果 p = Kerf, 则 {f(a]p) | a e 5} = {f(a) |ae 5), 即 
pj = (单位 同 余 ), /当然 是 Kerf- 相 容 的 。 J(Kerf-(4)) = 让 (f(A4)) = f(4). 因 
此 引 理 7.4.6 是 定理 7.4.10 的 特例 . 
下 面 定理 说 明了 一 个 p- 相 容 的 同 态 / 和 p 以 及 它们 所 诱导 的 T 上 的 同 余 py 
之 间 的 关系 . 
7.4.11 定理 ” 设 9 和 是 两 个 半 群 ，p 为 9 上 的 同 余 ，/ 是 5 到 7 上 的 
满 同 态 映 射 且 是 p- 相 容 的 . 设 pf 是 了 和 p 在 T 上 诱导 的 同 余 ， 则 存在 从 5/p 到 
T/ps 的 同 态 满 射 7 使 得 下 图 可 交换 . 


5/6 T/ps 


证 作 映 射 r:S/p 一 T/py | zp 一 f(z)py,Yz eS. 则 
(1) 7 是 可 定义 的 . 设 zp = yo, 则 四 。 = [yp, 因此 f(lz]p) = f(lyjp), 即 
f(z), f(y) e f([z]p). 由 ps 的 定义 得 (f(z), f(y)) e pr 
2) (vz,y es) 7((zp)(yp)) = 7((zy)p) 
= f(zy)ps = (f(z)f(y))ps 
= (f(z)pr)(f(y)ps) = T(zp)7 (yp). 
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可 以 容易 验证 以 上 的 同 态 图 是 可 交换 的 .证 毕 . 口 
以 上 我 们 已 知 一 个 半 群 5, 再 讨论 S 上 的 粗糙 子 集 . 下 面 我 们 换 一 个 角度 考虑 
粗糙 半 群 的 定义 . 


设 (U, 有 R) 为 近似 空间 且 (U,o) 是 一 个 代数 系统 ， 如果 R 关 于 U 上 的 运算 “o” 
是 左右 相 容 的 , 即 (va,b,c EU) (ab € R=> (aoc,boc), (coa,cob)E R,RR 称 为 U 
上 的 同 余 . 以 下 我 们 讨论 带 有 运算 “o”( 以 后 “o” 有 时 省 略 了 ) 的 近似 空间 (U, R,o)， 
这 里 RR 和 “o” 是 相 容 的 . 为 了 方便 起 见 , 我 们 称 以 上 的 (U, R,o) 为 代数 近似 空间 . 

7.4.12 定义 ” 设 (UV, RR,o) 为 代数 近似 空间 ，5 是 U 的 非 空子 集 ， 5 称 为 关 
于 U0U 的 粗 梭 半 群 ,如 果 S 满足 : 

(1) (vz.y € $) zoy € R-(S); 

(2) (vz,y,z € $) (zoy)oz=zo(yoz). 

7.4.13 定义 ” 设 (U1, RR1,o1) 与 (Uz, Ra, oz) 为 两 个 代数 近似 空间 . 51,52 分 
别 为 它们 的 粗糙 半 群 ， 如 果 存 在 Ri(S1) 到 Rs (52) 的 映射 满足 : 


(Vz,y € Ri(S1)) ®(zo1Y)= (7)o2 更 (2)， 


称 中 为 粗糙 半 群 51 到 粗粮 半 群 52 的 担 粒 同 态 映射 . 如 果 更 是 单 射 和 满 射 ， 称 S1 
和 952 查 杷 同 构 . 

设 (以 R,o) 为 代数 近似 空间 ，5 为 其 上 的 粗糙 半 群 , 记 S/R := {[z]r | x € 5}. 
我 们 可 以 在 商 集 U/R 上 定义 二 元 运算 “*”: 


(Vlala, blr € U/R) [alr * [blr := [ao br. 
不 难 验证 以 上 定义 是 可 行 的 . 


7.4.14 练习 ” 设 (UR) 为 近似 空间 ， 设 瓦 是 商 集 U/ 尺 上 的 等 价 关系 ， 存 在 
U 上 的 等 价 关系 Ri, RC R1 且 


Ri= {(z,y) EU xU | (lzla,lyla) € R}. 


基于 练习 7.4.14, 瓦 有 时 也 记 为 Ri/R. 以 下 统称 (U/R,,*) 称 为 U 上 同 余 关 
系 民 的 商 代数 近似 空间 . 

7.4.15 定理 设 $ 是 (UR,o) 的 粗粮 半 群 . 则 S/R 是 商 代数 近似 空间 (U/R,R,*) 
的 粗糙 半 群 . 

证 vlzjr,lyR€ S/R, 存 在 z1,y E55 使 得 [zlr = [zija, [ya = lw]a: 因此 


[zle* yr = [zila* fyi = [zionle € R-(S)/R. 


又 及 (S/R)={X EU/R|[XjiNS/R#0). 设 XeR-(S)/R, 则 X= [za 且 
zeR-(S), 即 加 RnS 关 0. 因此 存在 se 5 使 得 [zja = [sja. 由 上 R-(5/R) 的 定 
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义 XeR-(S)/R 意 味 着 X = [sla, 即 Xe[XjansS/R, 因 此 XeR (S/R). 以 上 
证 明了 加 jR* 罗 ja e 及 (S/RR). 另 一 方面 , 因为 5S 关 于 “o” 有 结合 律 , 因此 S/R 在 
(LVR, 瓦 *) 中 关于 “*” 也 具有 结合 律 . 综 上 所 述 S/R 是 (U/R, 瓦 ,*) 的 粗糙 半 群 . 
证 毕 . 口 
在 定理 7.4.15 中 , 如 果 及 = 4( 单 位 同 余 或 恒 等 同 余 ), 则 及 (S/R) = 瓦 (S/R) = 
5/R= R-(5)/R, 这 时 (S/R,*) 是 半 群 . 

7.4.16 定理 ” 设 (U, RR,o) 为 代数 近似 空间 ， (U/R, 乓 ,*) 为 其 商 代数 近似 空 
间 . 又 设 3 和 S/R 分 别 为 U 和 U/R 上 的 粗糙 半 群 . 则 5 和 S/R 存在 粗糙 同 态 映 
射 . 

证 定义 R-(5) 到 瓦 (S/R) 的 映射 理 :z 一 [zjR,vzeR-(S). 

(1) 是 映射 设 ze R-(S), 存在 se 5 使 得 [zja = [sja, 即 [zJansz#0, 记 
[sR 为 X,XXE[X]RMNS/R, 因 此 [XjanS/R#0, 即 XeR (S/R). 

(2) 保 运算 . 


(vz,y € R-(S)) (zy) = [zoyr 
= [zJa* [ya = 更 (z) * ®(y). 


证 毕 . 口 

7.4.17 注 ”定理 7.4.16 中 , 当 瓦 = :时 ， 更 为 满 射 ,事实 上 ，X e 瓦 (S/RR)， 
区 天 S/R##0, 存 在 se S,[sjR C [Xj#. 如 果 瑞 = 则 [XJ]# = 久 = [nm. 因此 
T(s) = [sjR = X. 

本 节 最 后 我 们 关注 一 下 商 半 群 中 的 粗糙 子 集 . 设 p 为 半 群 5 上 的 同 余 ，4 G 5. 
则 4 关于 p 的 上 (下 ) 近似 其 实 就 是 集合 {X € S/p|X Cc A} ({X eS/p| XNA #9}) 
中 每 个 等 价 类 的 并 ， 在 不 至 于 混 清 的 情况 下 ， 我 们 仍 分 别 记 为 P_(4) 和 p-(4). 

7.4.18 定理 ” 设 4 为 半 群 S 的 子 半 群 ， 则 p-(4) 也 为 S/p 的 子 半 群 . 

证 4 为 5S 的 子 半 群 ，4A 关 0. 设 ze 4, 则 [zj,n4z#0, 因 此 [z]s ep-(4). 
故 p-(4) 天 外 

设 XYreopo-(4), 则 Xn4 和 Yna4 均 非 空 . 取 ae XNnAbeyYyn4, 则 
ab Ee XYNA. 又 外 = [ajp,Y = [ojp, 所 以 XY = [ajplbls = [ago e S/p . 由 上 说 明 
XY € p (4), 因此 p-(4) 是 商 半 群 5/p 的 子 半 群 .证 毕 . 口 

7.4.19 练习 设 4 为 半 群 S 的 子 半 群 ， 为 5 上 的 完备 同 余 ， 如 果 p_(4) 
非 空 ， 则 O_ (4) 为 5S/p 的 子 半 群 . 

进一步 地 ， 我 们 可 以 把 4 换 成 8 的 左 ( 右 ) 理想 、 双 理想 、 理 想 等 ， 再 考查 
Pp (4) 和 p-(4) 的 性 质 ， 我 们 仅 给 出 一 种 情况 ， 其 余 读 者 可 以 仿照 推出 . 

7.4.20 定理 ” 设 4 为 半 群 5 的 左 理想 ，p 为 5 上 的 同 余 . 则 p-(4) 为 S/p 
的 左 理想 . 
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证 ”类似 于 定理 7.4.18 的 证 明 ，p-(4) 关 0, 且 p (4) 为 5/p 的 子 半 群 . 任 取 
KER 则 XN 4 取 0, 因 此 XX= [ajp, a € 4. 对 任意 Ye S/p,Y = [yjp,y € 5, 
= lyajp. 因为 4 为 S 的 左 理想 ， 所 以 ya € lyaon4( 关 0). 从 而 YX Ep- 

(4) 为 S/p 的 左 理想 . 证 毕 . 


7.5 评 述 


设 U 为 有 限 集 ， 民 为 U 上 的 等 从 关系， 则 (25,n,U,~) 是 一 个 完备 的 Boole 
代数 而 且 是 原子 的 ， 原 子 为 {z}, vz e U . 在 此 基础 上 ,在 2" 上 加 入 两 个 一 元 算 子 
纪 5 apr, 新 的 (2,2,1,1,1,0,0) 代数 系统 (25 ,mn,U,~ ,ar apr, 0,U) 称 之 为 Pawlak 
粗糙 代数 (参见 文献 [129~132, 140~141]). ar, apr 这 一 对 一 元 算 子 其 实 为 2”x 上 闭 
包 算 子 和 内 部 算 子 ， 它 们 能 在 VU 上 诱导 相同 的 拓扑 了 且 ( 蕊 .7) 中 每 个 开 集 是 闭 
集 1271. Pawlak 粗 代数 引入 以 后 ， 人 们 从 很 多 方面 来 推广 Pawlak 粗 代数 ， 首 先 ， 
在 (U,R) 中 ，RR 不 一 定 是 等 价 关 系 . 设 为 U 上 的 一 般 二 元 关系 ，Y 为 U 到 20 
的 映射 

(vz EU) 7(7):= {y EU | (z,y) € R}, 


7Y(z) 称 为 z 的 R- 邻 域 la, 4 SU, 定义 
aprra(A)= {z EU |7(z) € A}, pra(A4)= {7 EU |Y(z)N AN. 


则 (27,n,U, ~,aprapr) 称 之 为 粗 代数 033. 我 们 赋予 二 元 关系 R 一 些 附加 条 件 可 
以 定义 出 一 系列 粗 代数 系统 149. 例如 ， 尺 如 果 为 串 二 元 关系 ， 即 (vz € U) (3y e 
U0) (z,y) E RR, 或 着 说 (Vz e D) Y(z) 关 0, 则 (207,,U, ~,aprp, 纹 TR) 称 之 为 串 粗 代 
数 . 串 粗 代数 与 基本 集 指派 (basic set assignment) 是 一 一 对 应 的 [109.110,133] .pawlak 
粗 代 数 推广 的 第 二 种 途径 ， 我 们 称 之 为 区 间 代数 0331(Interval Algebra). 设 W,U 为 
两 个 有 限 集 ，RC W xU 为 从 W 到 UU 的 二 元 关系 ,由 R 可 以 确定 一 个 多 值 映 射 


(vw EW) 7(w)= {rEU | (vw,7z)€ R}, 
类 似 于 上 近似 和 下 近似 的 定义 ， 我 们 可 以 定义 
aprp(4) = {we W |7(w) © A}, Whrr(A) = {w EW | yw) NA#N. 


设 Vw € WY(w) 天 由 (2”, 25,mn,U,~,aprn:apia) 就 是 一 个 新 的 粗 代数 系统 ， 是 定 
义 在 泛 系 U 和 V 之 上 的 串 粗 代数 . 

如 果 R 是 U 上 的 等 价 关系 ， 则 {[zja | ze UV} 是 U 上 的 一 个 划分 同时 也 是 
U 中 元 素 的 一 个 覆盖 .由 此 给 我 们 启示 , 设 C = {Ct | Cte 20,t eT} 为 U 的 有 限 
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子 集 灸 ， 如 果 已 Ct =U,C 称 为 U 的 覆盖 "1. 如 果 C 为 U 的 覆盖 ，(U,C) 称 为 


覆盖 近似 空间 9 在 该 近似 空间 上 可 以 类 似 以 上 的 方式 引入 一 对 近似 算 子 apr 和 
5 使 得 (20, C, 站, U, ~,apr, 85) 构成 一 个 新 的 粗 代数 系统 . 

Pawlak 粗 代数 的 基础 是 Boole 代数 (2" ,nm,U,~). 抽象 地 , 我 们 将 它 换 成 Fuzzy 
格 (L,V, 信 ,~), 类 似 地 我 们 可 以 引入 基于 Fuzzy 格 工 上 的 粗 代数 (L, Vv, 作 , ~, apr, apr) 
称 之 为 Pawlak 代数 [491. 

Pawlak 粗 代数 的 研究 的 另 一 个 方向 是 给 出 各 种 粗 代数 模型 的 公理 化 表示 ， 公 
理 的 优化 ， 约 简 等 等 71431. 

Pawlak 代数 系统 和 其 他 代数 系统 也 是 密切 相关 的 . 例如 Heyting 代数 ，Nelson 
代数 以 及 Stone 代数 等 ， 事 实 上 ， 我 们 可 以 在 Pawlak 粗 代数 系统 上 引入 粗 相 等 的 
概念 ， 2 中 的 元 素 以 粗 相等 关系 分 类 ， 记 所 有 类 集 为 PR0, 则 PR? 关于 相关 的 交 和 
并 运算 以 及 伪 补 就 构造 Stone 代数 0401. 

粗粮 集 理论 的 研究 巧 福 精 集 这 门 学 科研 究 的 重要 方面 ， 以 上 从 算 于 代数 的 观 
点 看 粗糙 理论 以 及 与 之 相关 的 拓扑 学 、 格 与 布尔 代数 相关 理论 . 当然 与 数理 逻辑 以 
及 模糊 数学 的 联系 就 更 加 广泛 ， 我 们 从 Dubois 和 Prade 提出 的 模糊 粗 集 代数 统一 
可 见 一 斑 5. 至 于 粗 集 与 纯 数 学 的 结合 ， 例 如 和 姑 辑 (el 、 和 群 n4 及 半 群 98.521 
等 应 该 是 纯 数 学 的 领域 . 是 给 纯 数学 研究 提供 了 一 个 良好 的 思路 和 背景 , 它们 的 结 
合 必 将 产生 很 多 新 的 有 良好 应 用 背景 的 代数 分 支 , 这 些 研究 在 国内 仅仅 是 起 步 , 想 
成 为 一 门 完善 的 理论 学 科 还 有 一 段 漫长 的 路 要 走 . 
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